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Prefacio 


El Algebra Lineal es el estudio de los espacios vectoriales y de 
las transformaciones lineales entre ellos. Cuando los espacios tienen 
dimensiones finitas, las transformaciones lineales poseen matrices. 
También poseen matrices las formas bilineales y, mås particularmen- 
te, las formas cuadråticas. Asi el Algebra Lineal trata con vectores y 
transformaciones lineales y también con matrices y formas cuadråti¬ 
cas. Son numerosas y bastante variadas las situaciones, en matemå- 
tica y en sus aplicaciones, en las que estos objetos estån presentes. 
De ahi la importancia central del Algebra Lineal en la ensenanza de 
la matemåtica. 

Este libro presenta una exposicidn introductoria del Algebra 
Lineal y no presupone conocimientos anteriores sobre el asunto. Sin 
embargo conviene recordar que un curso como éste se ubica de mane¬ 
ra natural en el curriculo universitario después de un semestre, por 
lo menos, de Geometria Analitica en dos y tres dimensiones, durante 
el cual el estudiante debe adquirir alguna familiaridad, a nivel ele- 
mental, con la representacidn algebraica de ideas geométricas y vice- 
versa. 

Se ha considerado casi obligatorio, desde hace algunos anos, 
dedicar las primeras sesenta o mås påginas de todo libro de Algebra 
Lineal al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales por el método 
de la eliminacidn gaussiana, motivando asi la introduccidn de las ma¬ 
trices y de los determinantes. Solo después de eso son definidos los 
espacios vectoriales. 

Esa costumbre no es seguida en este libro, cuya primera afir- 
macién es la definicidn de espacio vectorial. Mencionaré tres razones 
para eso: (a) La definicidn de Algebra Lineal dada; (b) No veo ventaja 



en largas motivaciones; (c) Los sistemas lineales son entendidos mås 
inteligentemente luego de conocer los conceptos båsicos del Algebra 
Lineal. Por otra parte, esos conceptos (nucleo, imagen, base, rango, 
subespacio, etc.), cuando son estudiados independientemente, tienen 
muchas otras aplicaciones. 

El método de la elimination gaussiana es presentado en la Sec- 
cidn 9 y retomado en la Seccidn 17. Es aplicado para obtener respues- 
tas a varios otros problemas, ademås de la resolucidn de sistemas li¬ 
neales. 

El libro estå dividido en veintidds secciones. Las ocho primeras 
desarrollan los conceptos fundamentales y las proposiciones båsicas 
que forman el lenguaje mmimo necesario sobre Algebra Lineal. La 
novena seccidn hace la primera aplicacidn de esas ideas, tratando la 
eliminacidn gaussiana. 

A partir de la Seccidn 10, los espacios disponen de producto in- 
temo, lo que posibilita evocar nociones geométricas como perpendi- 
culandad, longitud, distancia, etc. Se destacan algunos tipos parti- 
culares de operadores lineales, cuyas propiedades especiales se de- 
muestran en las Secciones 13, 14 y 15. El Teorema Espectral para 
operadores autoadjuntos se prueba en la Seccidn 13, donde se de- 
muestra también el Teorema de los Valores Singulares (Teorema 
13.10), cuya gran utilidad no corresponde a su conspicua ausencia en 
la mayorfa de los textos elementales. 

Otro asunto igualmente importante e igualmente olvidado en la 
ensenanza del Algebra Lineal es la seudoinversa, que exponemos en 
la Seccidn 16. Se trata de un topico fåcil, atrayente, con gran recurso 
geométrico, que constituye un buen campo de aplicacidn para los con¬ 
ceptos anteriormente estudiados. 

La Seccidn 17 es un interludio matricial, donde se muestra cd- 
mo las propiedades de las transformaciones lineales estudiadas an- 
tes, se traducen inmediatamente en hechos no triviales sobre matri¬ 
ces, principalmente aigunas descomposiciones de gran utilidad en los 
cålculos. 

Las formas bilineales y cuadråticas son estudiadas én la Sec¬ 
cidn 18, donde es establecida la correspondencia fundamental (iso- 



morfismo) entre formas y operadores (Teorema 18.2) y probado el 
Teorema de los Ejes Principales (Teorema 18.3), que es la version del 
Teorema Espectral para formas cuadråticas. Se expone también el 
método de Lagrange para reducir una forma cuadråtica a una suma 
(o diferencia) de cuadrados y se hace un estudio de las superficies 
cuådricas. 

Los determinantes son estudiados en la Seccion 19, donde se 
define directamente el determinante de un operador sin recurrir a 
bases ni matrices. En seguida, el determinante de una matriz ri x ri se 
caracteriza como la linica funcion n-lineal alternada de sus columnas 
(o filas) que asume el valor 1 en la matriz unitaria. La ubicacién de 
los determinantes casi al final del libro, después de håber sido esta- 
blecidos los resultados principales del Algebra Lineal y ensenados los 
métodos mås eficientes para resolver sistemas, invertir matrices, etc., 
es una actitud deliberada, para considerar ese concepto en su debido 
lugar. Se trata de una nocion de gran importancia teorica, indispen- 
sable en varias åreas de la matemåtica, la cual fue, y todavfa no deja 
de serlo por completo, equivocadamente considerada como instru¬ 
mento computacional. Usar la Regia de Cramer para resolver un sis- 
tema lineal, o calcular el determinante de un operador para ver si es 
inversible o no, son métodos que funcionan bien en el caso 2x2 y aun 
en el 3x3, pero a partir de ahi' se hacen altamente inviables. 

Después que se tienen los determinantes, el polinomio caracte- 
ristico es estudiado en la Seccion 20. Ese estudio se completa en la 
Seccién 21 con la introduccion de los espacios vectoriales complejos, 
en los cuales vale el notable hecho de que todo operador posee auto- 
vectores y en consecuencia puede ser triangularizado. Este resultado 
es debidamente explorado, lo que concede a esta seccion un aire de 
happy ending para la teoria, pero no el fin del libro. 

La seccién final, numero 22, presenta una breve exposicion de 
las ecuaciones en diferencias finitas, esencialmente limitada a las 
ecuaciones (y sistemas) lineales de segundo orden. Båsicamente se 
trata de obtener métodos eficaces para calcular las potencias sucesi- 
vas de un operador o de sus matrices. 

Esta introduccién al Algebra Lineal refleja una larga experien- 
cia como usuario del tema y, en los ultimos diez anos, como profesor. 
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Prefacio a la 
Segunda Edicion 


La buena acogida dispensada a la primera edicién, agotada ra- 
pidamente, me animo a hacer en ésta aigunas modificaciones que 
enumero a continuacion. 

Se ha hecho una extensa revisién del texto, eliminåndose varios 
errores de impresién, ejercicios incorrectamente propuestos y pårra- 
fos oscuros o imprecisos. Para este trabajo me vali de la colaboracién 
de di versos lectores, entre los cuales destaco de manera muy especial 
al profesor Florencio Guimaraes, que elaboro una lista minuciosa de 
correcciones. Para todos esos amigos dejo constancia de mis sinceros 
agradecimientos. 

El numero de ejercicios fue considerablemente aumentado, con 
la inclusién, en especial, de mås problemas elementales de naturale- 
za computacional, buscando con ello que los lectores menos experi- 
mentados ganen confianza en si al trabajar con asuntos nuevos. 

La Seccién 15 fue fntegramente reescrita pasando a tratar los 
operadores normales en espacios vectoriales reales, un asunto facil, 
atractivo y muchas veces descuidado. La antigua Seccion 15 
(operadores antisimétricos) quedo como un caso particular. Sin es- 
fuerzo (ni espacio) adicional, el tratamiento gano un mayor alcance. 

Atendiendo a varios pedidos, ahadi al libro un Apéndice sobre 
la forma canonica de Jordan, tratando ese tema de modo simple, no 
solo desde el punto de vista matricial, sino formulåndolo también en 
el contexto de los operadores. 

Rio de Janeiro, setiembre de 1996 
Elon Lages Lima 
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El presente libro, destinado a alumnos universitarios que se 
inician en el asunto, contiene una presentacidn de los principales tb- 
picos del Algebra Lineal tal como se practica en estos dias. Los temas 
que en él se exponen, y el énfasis dado a cada uno de ellos, reflejan la 
comprobada relevancia que tienen después de medio siglo de uso en 
las demés åreas de la Matemåtica y sus aplicaciones. 

Espero que él merezca, entre profesores y estudiantes de los 
paises de habla castellana, la misma receptividad que obtuvo en Bra- 
sil. 

Esta edicidn, realizada por el Instituto de Matemåtica y Cien- 
cias Afines (IMCA), ha sido posible gracias al empeno del Profesor 
César Camacho, a quien se le deben agradecimientos especiales. Me 
siento honrado al formar parte de sus iniciativas en pro de la mate¬ 
måtica Latinoamericana y de la aproximacion entre pueblos herma- 
nos. 

Rio de Janeiro, julio de 1998 
Elon Lages Lima 
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Espacios Vectoriales 


La nocion de espacio vectorial es la base del estudio que haremos; es el 
terreno donde se desarrolla toda el Algebra Lineal. En esta seccion se 
presentan los axiomas de espacio vectorial, se deducen sus consecuen- 
cias inmediatas y se dan los ejemplos mas importantes de esta nocion. 

Un espacio vectorial E es un conjunto, cuyos elementos son 11a- 
mados vectores, en el que estån definidas dos operaciones: la adicidn, 
que a cada par de vectores u,u e £ le hace corresponder un nuevo 
vector u + v e E , llamado suma de u y v; y la multiplicaciån por un 
numero real , que a cada numero a e R y a cada vector v e £ le hace 
corresponder un vector a • o, o a o, llamado producto de a por o. Estas 
operaciones deben satisfacer, para cualesquiera a, P e R y u, v, weE, 
las siguientes condiciones, llamadas axiomas de espacio vectorial: 

conmutatividad: u + v = v + u ; 

asociatividad: (u + v) + w = u + (u + w) y (a p) v = a (p u); 

vector nulo: existe un vector 0 e £, llamado vector nulo o 

vector cero, tal que u + 0 = 0 + u = u, para todo de£; 

inverso aditivo: para cada vector o 6 £ existe un vector - v e £, 

llamado el inverso aditivo , u opuesto de o, tal que -u + u = v + (-o) 

= 0 ; 

distributividad: (a + p)u = au + pu y a(u + o) = au + ao; 

multiplicacion por 1: l o = o. 

Observacion: Con el simbolo 0 representamos tanto al vector nulo 
como al numero cero. 
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Ejemplo 1.1. Para todo numero natural n, el simbolo R n representa 
al espacio vectorial euclideano n-dimensional. Los elementos de R n 

son las secuencias u = (aj.aj, u = (.P n ) de numeros 

reales. 

Por definicidn, la igualdad vectorial u = o significa las n igual- 
dades numéricas aj = Pj, ... , a n = P n . 

Se dice que los numeros ,a n son las coordenadas del vec- 

tor u. Las operaciones del espacio vectorial, R n , son definidas ponien- 
do 

u + v = (aj + pj.a n + p n ), 

au = (aa!.aa n ) 

El vector cero es, por definicion, aquel cuyas coordenadas son 
todas iguales a cero: 0 = (0,0.0). 

El inverso aditivo de u = (aj ,...,a n ), es -u = (-aj ,...,-a n ). 
Se prueba fåcilmente que, con estas definiciones, R n es un espacio 
vectorial. Para n = 1, se tiene R 1 = R = recta numérica. R 2 es el plano 

O 

euclideano y R es el espacio euclideano tridimensional de nuestra 
experiencia cotidiana. 

Como ayuda intuitiva, los vectores de R 2 y R 3 pueden repre- 
sentarse mediante flechas con origen en el mismo punto O. La suma 
u + v es la flecha que une al origen O con el vértice que le es opuesto 
en el paralelogramo que tiene uyo como lados. (Vea Figura 1.1) 



Figura 1.1 - Suma de Vectores 
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A su vez, el producto au es la flecha colineal a u, de longitud a 
veces la longitud de u, con el mismo sentido de u si a > 0 y con senti- 
do opuesto si a < 0. 

Egemplo 1.2. Los elementos del espacio vectorial IR* son las suce- 
siones u = (aj.a n ,...), u = (Pj.p„ ,...)• de niimeros reales. 

El elemento cero de R r es la sucesion 0 = (0.0 .formada por 

infinitos ceros y el inverso aditivo de la sucesion u = (aj.a„ ,...) 

es j u = (-aj a n Las operaciones de adicién y multiplica- 
cion por un numero real son definidas por 

u + u - (a, + pj ,,a n + P n ....), 
au- (aaj , ... ,aa„,.„) . 


I. Una matriz (real) m x n, a = [ a tj j, es una lista de nu- 
meros reales a,j con indices dobles, donde 1 < i < m y 1 < j < n . Se 
acostumbra representar la matriz a como un cuadro numérico con m 
filas y n columnas, en el cual el elemento a,j esta ubicado en la inter- 

seccién de la i-ésima fila con la ;-ésima columna: 


°11 

°12 • 

Oln 

a 21 

a 22 ■ 

•• a 2n 

a ml 

a m2 ■ 

•• a mn 


El vector (a f j , ctø ,..., a jn } e R n es el i-ésimo vector- fila de la matriz 
a y el vector (a^ , a2j,..., a mj ) e R m es el j-ésimo vector- columna de 

a. Cuando m = n, se dice que a es una matriz cuadrada. El conjunto 
M(m x n) de todas las matrices m x n se convierte en un espacio vec¬ 
torial cuando en él se define la suma de las matrices a = ^a j; J y 
b = £ b t j | comp a + b = ^ a,j + b;y | y el producto de la matriz a por el 
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numero real a como aa=[aa i; ]. La matriz nula Oe M(mxn) es 
aquella formada por ceros y el inverso aditivo de la matriz a = [a j; - J es 

- a =H- 

Egemplo 1.4. Sea X cualquier conjunto no vado. El simbolo ‘/(X ;R) 
representa al conjunto de todas las funciones reales f.g: X-> R. El se 
convierte en un espacio vectorial cuando se define la suma / + g de 
dos funciones y el producto a • / del numero a por la funcién f de la 
manera natural: 

(/ + fl)(x) = /(*) + g(x), (af )(x) = af(x). 

Variando el conjunto X, se obtienen di versos ejemplos de espa¬ 
cios vectoriales de la forma J(X ; IR). Por ejemplo, si X = { 1,.... n } 

entonces 7(X;R) = R n ; si X = N entonces ff(X ; R) = R*; si X es el 

producto cartesianp de los conjuntos {1. m} y { 1.n} entonces 

fF(X ; R) = M(m x n). 

Otros ejemplos de espacios vectoriales se presentan como sub- 
espacios, como veremos posteriormente. 

En un espacio vectorial, como consecuencia de los axiomas, son 
vålidas las regias operacionaies habitualmente usadas en los cålculos 
numéricos. Veamos aigunas de ellas. 

1. Si w + u = w + v entonces u-v. En particular, w + u = w implica 
u~0 y ui + u = 0 implica u - ~u>. 

En efecto, de la igualdad io + u = uj + t> se sigue que 

u = 0 + u = (~ta + lu) + u 

= ~w + (io + u) 

= -to + (io + v) 

- (—U) + to) + V 

= 0 + v = v . 
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En particular, 10 + u - to implica w + u - to + 0, luego u = 0. Y si 
w + u = 0 entonces tu + u = w + (-u;) luego u - -to. 

2. Dados OeRy ueE se tiene 0 ■ u = 0 e E. Andlogamente, dådos 
a e R y 0 e E, se cumple a • 0 = 0 . 

En efecto, o + O-o = 1 • o + O-o = (1 + 0)-o = 1-u - o, l ue_ 
go 0 ■ v = 0 como vimos antes. Anålogamente, como a 0 + a 0 - 
ot (0 + 0) = a • 0, se sigue de 1. que a 0 = 0 . 

3. Si a#0 y u*0 entonces a-o*0. 

En efecto, si fuese a. o - 0 entonces o = 1. v = (a 1 . a)u = a 1 .(au) 
= a' 1 .0 = 0; esto es, tendrfamos v = 0. 

4. (-1) ■ o = -o . 

En efecto, 

u + (-l)-o = 1-u + (-l)-o = (1 + (-1)) u = O-o = 0 , 

luego (-1) o = - o, por la regia 1. 

En adelante, escribiremos u - o para representar u + (-o). Evi- 
dentemente, u - o = to <=> u = u + u>. 

lyemplo 1.5. Sean u = (a,b) y o = (c,d) vectores en R 2 con u?tO, 
esto es, a * 0 ob* 0. Para que u sea multiplo de u, es decir, o = au 
para aigun a e R, es necesario y suficiente que ad -bc - 0. La ne- 
cesidad es inmediata pues o = au significa que c - aa yd-ab. Mul- 
tiplicando la primera de estas dos ultimas igualdades por b y la se- 
gunda por a, resulta bc = aab y ad = aab, luego ad-bc, o sea, 
ad- bc - 0. Recfprocamente, si ad = bc entonces, suponiendo a* 0, 
obtenemos d-(c/a)b. Ademås, es claro que c = (c/a)a. Poniendo 
a = c/a, tenemos d — ab y c = aa, esto es, o = au. Si fuera b * 0, to- 
mamos a = d/b, para tener v = au. 
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Ejercicfos 

1.1. Dadas las matrices 

2 3 0' 

-2 -3 1 

y 

‘-4 -8 4‘ 

C “ [12 13 lj : 

(a) Calcule la matrix 3a - 2b + c . 

(b) Encuentre los numeros a y p, ambos diferentes de cero, tales 
que aa + pb + c tenga la primera columna nula. 

1 . 2 . Pruebe que con las operaciones definidas en el texto, los conjun- 
tos R , M (m x n) y (X; R) son espacios vectoriales. 

1.3. Encuentre el valor de t para el cual la siguiente matriz es igual 
a la matriz nula. 

■f 2 -l t 2 ~t ' 

t 3 -1 t 2 -3t + 2 ' 

1.4. Determine los vectores u, v e R 4 sabiendo que: las coordenadas 
de u son todas iguales, la liltima coordenada de u es igual a 3 y 
u + o = (l, 2,3,4) , 

1.5. Dados u = (1,2,3), u = (3,2,0) y w = ( 2,0,0), encuentre los 
numeros a, p y y tales que au+ Øu + yu> = (1,1,1). 

1 . 6 . Dados los vectores 0l = (1, 2,1), v 2 = (2,1,2), o 3 = (3, 3,2) y 
= (1, 5, -1) en R 3 , determine los vectores u = Uj - 3o 2 + 2u 3 - o 4 , 

o = Oj + o 2 - u 3 - u 4 y i« = y 3 - ly 2 - luj . 

1.7. Considere la siguiente afirmacidn: “En un espacio vectorial E 
existe un unico vector nulo y cada elemento de E posee un unico in- 


a = 


1 -1 2 
3 2-1 


S*cetøn 1 


Espise i os Vectoriales 


7 


verso”. ^Qué hecho, demostrado en esta seccion, asegura que esta 
afirmacidn es verdadera? 

1.8. Utilice los axiomas del espacio vectorial E para demostrar que, 
si u e£ y n es un numero natural entonces nu = u + -- + u(n su- 
mandos). 

1.9. Sean u y u vectores no nulos del espacio vectorial £. Pruebe que 
t> es multiplo de u si, y sdlo si, u es multiplo de u. iQué se puede decir 
si u y v no son, ambos, diferentes de cero? 

1.10. Sean u = (xj , ...,x n ) y o = (yj , ...,y n ) vectores en R n . Pruebe 

que uno de ellos es multiplo del otro si, y sélo si, x, y ; = Xj y ; para 
cualesquiera ij = 1 .n. 

1.11. Use las relaciones 2(u + o) = 2u + 2u, 2 w = uj + uj para probar 
que la conmutatividad u + u = o + u, puede demostrarse a partir de 
los demds axiomas de espacio vectorial. 

9 

1.12. En R , mantengamos la definicidn de producto au de un nume¬ 
ro por un vector pero modifiquemos, de 3 maneras diferentes, la defi- 
nicidn de la suma u + u de los vectores u = (x, y) y u = (x\ y'). En cada 
caso, diga qué axiomas de espacio vectorial se cumplen y cuales no: 

( 1 ) u + v = (x + y', x' + y); 

(2) u + v - (xx'.yy'); 

(3) u + u = (3x + 3x' , 5x + 5x') 

1.13. Defina la media u * u entre dos vectores u, v en el espacio vecto¬ 
rial E, poniendo u*u = ^u + ^v. Pruebe que (u * u) * w - u * (u * tu) si, 
y sdlo si, u = tu . 

1.14. Dados los espacios vectoriales Ej, £ 2 , considere el conjunto £ = 
Ej x E 2 (producto cartesiano de Ej por E 2 ), cuyos elementos son los 
pares ordenados u = {uj , u 2 ), con Uj e Ej y u 2 e £ 2 . Défina operaciones 
que conviertan E en un espacio vectorial. Verifique la validez de cada 
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uno de los axiomas y muestre que su definition se puede extender pa¬ 
ra el caso de n espacios vectoriales Ej, ... , £ n e igualmente para una 
sucesion infinita E 1 , E 2 ,... , E n . 

1.15. Sean X un conjunto cualquiera y E un espacio vectorial. Pruebe 
que, con las definiciones naturales, el conjunto J{X \E) de las fun- 
ciones /: X -» E es un espacio vectorial. Identifique los casos particu- 

laresen que X = {l,...,n}, X = N, X -AxB, donde A = {1 . m} y 

B = {1. n }. 

1.16. Dados los vectores u = (1,2,3), o = (3,2,1) y lu = (-3,2,7) 
en R 3 , obtenga numeros a, p tales que w = au + pu. iCuåritas solu- 
ciones admite este problema? 

1.17. Sean u = (1,1), u = (1,2) y uj = ( 2,1). Encuentre numeros a, b, 
c, a\ b', c', todos no nulos, tales que au + bu + cw = a'u + b'u + c'w, 
con a' *a, b' *b, c' *c. 

1.18. Sean E un espacio vectorial y u,u e E. El segmento de recta de 
extremos u, v es, por definicién, el conjunto 

[u,o] = { (l-t)u + tu;0<* <1 } . 

Un conjunto XcE se llama convexo cuando u,v e X =» [u,u]cX. 
(Es decir: el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera de 
X, estd contenido en X). Pruebe: 

(a) La interseccidn Xj fl ... 0 X m de conjuntos convexos Xj, ... , X m 
c E es un conjunto convexo. 

(b) Dados a , b , c e F, el conjunto X = |{x,y)eR 2 ;ax + by < c| 
es convexo en R . 

(c) El conjunto Y = j (x, y, z) e R 3 ; a < x < b, c < y < d } es convexo 
enR 3 . 
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(d) Sea Xc£ convexo. Si r, s, t son numeros reales >0 tales que 
r + s + t = 1 entonces u, u, w e X => ru + su + tu; e X. 

(e) Generalizando el resultado anterior, la expresibn t 1 u 1 + - - 

+ t k u k , donde tj ,...,t k son > 0 y + t k = 1 se llama combi- 

nacion convexa de los vectores Uj,... , v k . Si el conjunto X c £ es 
convexo, demuestre que cualquier combinacién convexa de vecto¬ 
res Uj, v k e X, pertenece a X. 

1.19. Pruebe que el disco D = j (x, y) elR 2 ; x 2 + y 2 < 1 j es un con¬ 
junto convexo. 

1.20. Se dice que un subconjunto C del espacio vectorial £ es un cono 
si, para todo ue C y todo t > 0, se tiene tue C. Pruebe: 

(a) El conjunto de los vectores o e R" que tienen exactamente k coor- 
denadas positivas (0 < k < n), es un cono. 

(b) El conjunto de las funciones /:X~>IR que asume valores nega-' 
tivos en todos los puntos de un subconjunto fijo Y c X, es un co¬ 
no en y-{X ; R). 

(c) Un cono C c £ es un conjunto convexo si, y solamente si, u, u e C 
^ u + ue C.' 

(d) La interseccion y la reunion de una familia cualquiera de conos, 
también son conos. 

1.21. Dado un subconjunto X en el espacio vectorial £, sea C (X) el con¬ 
junto de las combinaciones convexas + t k v k (t f > 0, £t, = 1) 

de los elementos de X. Pruebe que C(X) es un conjunto convexo, que 
X c C(X), y que si C' es cualquier subconjunto convexo de £ conte- 
niendo a X, entonces C' => C(X). (Por este motivo, se dice que C(X) es 
el menor subconjunto convexo de £ que contiene a X . A C(X) se le 
llama cdpsula convexa del conjunto X.) 
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Un subespacio vectorial del espacio vectorial E es un subconjunto Fez E 
que, respecto a las operaciones de E, es también un espacio vectorial. 
Los subespacios vectoriales constituyen una rica fuente de ejemplos de 
espacios vectoriales, como se verå en las secciones siguientes. 

Sea £ un espacio vectorial. Uh subespacio vectorial (o simple- 
mente un subespacio) de £ es un subconjunto Fc £, con las siguien¬ 
tes propiedades: 

1. 0 e F; 

2. Si u, v e F entonces u + v e F ; 

3. Si v e F entonces, para todo a e IR, av e F. 

Se sigue que si u y v pertenecen al subespacio Fy a, p son nu- 
meros reales cualesquiera, entonces au + py e F. Mås generalmente, 
dados e F y aj e IR se tiene v = a, v 1 +- - + a m u m e F. 

El conjunto {0 } y todo el espacio £ , son ejemplos triviales de 
subespacios de £. Todo subespacio vectorial es, en si mismo, un espa¬ 
cio vectorial. 

Ejemplo 2.1. Sea o e £ un vector no nulo. El conjunto F = { a u ; 
ae IR} de todos los multiplos de o es un subespacio vectorial de £ 
llamado la recta que pasa por el origen y contiene a v. 
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Ejemplo 2.2. Sea £ = jF(R ; R) el espacio vectorial de las funciones 
reales de una variable real /: R —» R. Para cualquier k e N, el conjun- 
to C k (R) de las funciones k veces continuamente derivables es un sub- 
espacio vectorial de £. También son subespacios de £ el conjunto 
C°(R) de las funciones continuas, el conjunto C^(R) de las funciones 
infinitamente derivables, el conjunto £P(R) de los polinomios p(x) = 
a 0 + a x x + ••• + a n x n y el conjunto <P n de los polinomios de grado < n. 
Para cualesquiera n, k e W, se tiene: 

C°(R) => C fr (R) => C* +1 (R) 3 C*(F) 3 3 <J> 

Observe que el conjunto de los polinomios de grado n no es un subes- 
pacio vectorial de £ pues la suma de dos polinomios de grado n puede 
tener grado < n. 

Ejemplo 2.3. Sean aj,..., a n numeros reales. El conjunto H de todos 
los vectores u = (xj,..., x n ) eR" tales que 

ajXi + - +a n x n =0 

es un subespacio vectorial de R n . En el caso no interesante en que 
Oj = ••• =a n -0, el subespacio H es todo R n . Si, al eontrario, por lo 
menos uno de los a f es * 0 se dice que H es un hiperplano de R n que 
pasa por el origen. 

> Ejemplo 2.4. Sean £ un espacio vectorial y L un conjunto de fndi- 
ces. Si, para cada X e£, F x es un subespacio vectorial de £ entonces 
la interseccidn 

XeL 

es, también, un subespacio vectorial de £. Se sigue entonces del Ejem¬ 
plo 2.3 que el conjunto de los vectores v = (xj,..., x n ) eR" cuyas co- 
ordenadas satisfacen las m condiciones siguientes 
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°11 X 1 + a 12 X 2 + + a ln x n = 0 
a 21 X 1 + a 22 x 2 + - + a 2n x n = 0 

<W X 1 + a m2 x 2 + - + a mn x n = 0 

es un subespacio vectorial de R", el cual es la interseccidn F = FjD 
HF m de los hiperplanos F f definidos, segun el Ejemplo 2.3, por ca- 
da una de las ecuaciones anteriores. 

Sea X un subconjunto del espacio vectorial E. El subéspacio vec¬ 
torial de E generado por X es, por definicién, el conjunto de todas las 
combinaciones lineales 

«l u l + a 2 o 2 + + a m v m 

de vectores Wj,..., v m e X. 

Es fåcil ver que el conjunto de todas las combinaciones lineales 
que es posible formar con vectores del conjunto X es un subespacio 
vectorial. Lo denotaremos con el sxmbolo J>(X). 

i'El subespacio S(X), generado por el subconjunto X c £, contie- 
ne al conjunto X y, ademds, es el menor subespacio de E que contiene 
a X. En otras palabras, si F es un subespacio vectorial de E y X c F 
entonces .5(X) c F. Evidentemente, si X es ya un subespacio vecto¬ 
rial, entonces *S(X) = X. Cuando el subespacio ^(X) coincide con £, 
se dice que X es un conjunto de generadores de E. 

Explicitamente: X es un conjunto de generadores del espacio 
vectorial £, si todo vector u> e £ puede expresarse como combinacion 
lineal 

W + - + a m u m 

de vectores , ... ,u m pertenecientes a X. 

Ejemplo 2.5. Si v e £ es un vector no nulo, el subespacio generado 
por v es la recta que pasa por el origen y contiene a u. 
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E^jemplo 2.6. Sean u = (a, b) y u = (c,cf) vectores de R 2 tales que nin- 
guno de ellos es multiplo del otro. Entonces u * 0, u*0 y, por el 
Ejemplo 1.5, ad - bc * 0. Afirmamos que X = { u, o } es un conjunto 
de generadores de R 2 , es decir, que cualquier vector lu = (r, s) eR 
puede expresarse como una combinacién lineal u> = xu + yu. De he- 
cho, esta igualdad vectorial en R 2 equivale a las dos igualdades nu- 
méricas 

ax + cy = r 

bx + dy = s. 

Como ad - bc * 0, el sistema de ecuaciones anterior posee una solu- 
ci6n (x, y), luego existen x, y e R tales que x u + y v = w. Esta conclu- 
sién puede interpretarse geométricamente, conforme muestra la Fi¬ 
gura 2.1. A partir de la punta de lu se trazan paralelas a las rectas 
que contienen u y o, determinando asf los multiplos xu, yu, que su- 
mados dan w. 



Ejemplo 2.7. Los llamados vectores canonicos 

e 1 = (1,0,0.0), 

e 2 = (0,1,0.0), 

e n = (0,0,0.1) 


constituyen un conjunto de generadores del espacio R n . En efecto, 
dado u = (a t ,..., a n ) e R n , se tiene v = a x e l + ... + a n e n . Analoga- 
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mente, los monomios l,x.x",... (en numero infinito) forman un 

copjunto de generadores del espacio £P de los polinomios reales. 

Asimismo, los n + 1 primeros de ellos, a saber, 1, x.x" constituyen 

un conjunto de generadores de <P n , espacio vectorial de los polino- 
mios de grado < n. 

Resulta del Ejemplo 2.6 que los unicos subespacios vectoriales 
de R son: { 0 }, las rectas que pasan por el origen, y el propio R 2 . En 
efecto, sea Fc R 2 un subespacio vectorial. Si Fcontiene s<51o al vector 
nulo, entonces F = {0}. Si F contiene aigun vector u*0, entonces 
hay dos posibilidades: o bien todos los demås vectores de F son miilti- 
plos de u, y en- este caso F es la recta que pasa por el origen y contie¬ 
ne al vector u , o bien F contiene (ademas de u) otro vector v que no es 
multiplo de u. En este caso F contiene todas las combinaciones li¬ 
neales x u + yu, luego F = R 2 (por el Ejemplo 2.6). 


Ejemplo 2.8. El sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas 

a ll X I + a 12 x 2 + ' 

•' + a ln x n = ^>1 

a 21 X 1 + a 22 x 2 + • 

" + a 2n x n = b 2 

a ml X 1 + a m2 x 2 + •• 

+ a mn x n ” b m 


posee una solucién (x,,...,x n ) si, y sdlo si, el vector b = (bj...., b m ) es 
combinacién lineal de los vectores-columna 

= ( Q ll’ a 21. a ml)> 

V n = ( a ln.0 2 n.« mn ) 

de la matriz a = [a i; J. En efecto, estas ecuaciones significan que 
b = xjoj +x 2 u 2 + - +x n o n . 
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En particular, si los vectores-columna iq, ..., u n generan R", el siste- 
ma posee solucion, cualquiera que sea el segundo miembro b. 

Sean Fj y F 2 subespacios vectoriales de E. El subespacio vécto- 
rial de E generado por la reunion F l \JF 2 es, como se ve fåcilmente, el 
conjunto de todas las sumas iq + v 2 , donde tq e Fj y u 2 e F 2 . Se le de- 
nota con Fj + F 2 . 

Mås generalmente, dados los subconjuntos X, Vc E, se denota 
con X + Y al conjunto cuyos elementos son las sumas u + v, tales que 
u e X y v c Y . Cuando X = { u } se reduce a un unico elemento u, se 
escribe u + Y en vez de { u} + Y . Se dice entonces que u + Y resulta 
de Y por la traslacién de u. 

Cuando los subespacios F 1 , F 2 c E tienen en comun s61o el ele¬ 
mento 0, se escribe F 1 ® F 2 en vez de Fj + F 2 y se dice que F = Fj © F 2 
es la suma directa de F 1 y F 2 . 

Teorema 2.1. Sean F, Fj, F 2 subespacios vectoriales de E tales que 
F l a F y F 2 a F. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(1) F -Fi® F 2 ; 

(2) Todo elemento iu e F se escribe, de manera unica, como suma 
u> = Uj + v 2 , donde Uj e Fj y u 2 e F 2 . 

Demostracién: Probemos que (1) (2). Para esto, supongamos que 

F x nF 2 = {0} y que se tenga Uj +u 2 = u x +u 2 , con Uj.iij e Fj y 
u 2 . u 2 e F 2 . Entonces u x - = u 2 - u 2 . Como u x - Vj e F 1 y o 2 - u 2 eF 2 , 
se sigue que - u x y u 2 - u 2 pertenecen ambos a F x y a F 2 . Pero 
Fj fl F 2 = { 0 }. Luego Uj - tq = v 2 - u 2 = 0, es decir, iq = y u 2 = u 2 - 
Para probar que (2) => (1), sea v eF x fl F 2 . Entonces 0 + u = o + 0 con 
0, v e Fj y u,0 e F 2 . Por la hipotesis (2), esto implica 0 = u, por lo 
tanto Fj H F 2 - { 0 } . □ 

Ejemplo 2.9. En R 4 , sean F x el subespacio generado por los vectores 
ej = (1,0,0,0), e 3 =(0,0,1.0) y F 2 el subespacio generado por los 
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vectores e 2 = (0,1,0,0), e 4 =(0,0,0,1). Entonces Fj es el conjunto 
de los vectores de la forma (otj, 0, a 3 ,0} mientras que los vectores de 
F 2 tienen la forma (0, a 2 ,0,a 4 ). Es claro que R 4 = F 1 © F 2 . 

La nocidn de subespacio vectorial incluye las rectas, pianos y 
sus anélogos multidimensionales solamente si dichos conjuntos con- 
tienen al origen. Para incluir rectas, pianos, etc. que no pasan por el 
origen, se utiliza la nocidn de variedad aftn, que presentamos a con- 
tinuacibn. 

Sea £ un espacio vectorial. Si x, y e £ y x *■ y, la recta que pasa 
por los puntos x, y es, por definicién el conjunto 

r = {(l-t)x + *y ; t eR}. 

Poniendo v - y - x, podemos ver que r = {x + tu; i e R }. 

Se dice que un subconjunto V er £ es una variedad af in cuando 
la recta que pasa por dos puntos cualesquiera de V, estå contenida en 
V. Asf, V c £ es una variedad aftn si, y s61o si, cumple la siguiente 
condicién: 

x.yeV.feR => (l-t)x + ty e V. 

EJjemplo 2.10. Un ejemplo obvio de variedad aftn es un subespacio 
vectorial. Al eontrario de los subespacios vectoriales, que nunca son 
vaefos pues deben contener al cero, la definicién anterior es formula- 
da de tal modo que el conjunto vaefo la cumple, luego 0 es una varie¬ 
dad aftn. 

Si Vj,..., V m <z E son variedades afines, entonces la interseccidn 
V = i/jfl ... nV m es también una variedad aftn. Todo punto pe£ es 
una variedad affn. 

Ejemplo 2.11. Sean aj, ... , a„, b numeros reales. El conjunto H de 
los puntos x = (xj,, x n ) e R n tales que 

°l x l + •• + ° n *n = b 
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es una variedad afin (que no contiene al origen, si b * 0). Si los nu- 
meros a, no son todos nulos, se dice que H es un hiperplano. Si aj = ••■ 
= a n = 0, se tiene H = 0 cuando b # 0 y H = R n cuando b - 0. Mds ge¬ 
neralmente, el conjunto de las soluciones de un sistema lineal de m 
ecuaciones con n incégnitas (vea el Ejemplo 2.8) es una variedad afin, 
interseccion de las m variedades afines definidas por las ecuaciones 
del sistema. 

El siguiente teorema muestra que toda variedad afin no vaci'a V 
puede ser obtenida trasladando un subespacio veetorial F. Se dice que 
F es el subespacio veetorial paralelo a V. 

Teorema 2.2. Sea V una variedad aftn no vacia en el espacio vecto- 
rial E. Existe un unico subespacio veetorial Fc£ tal que, para todo 
x e y, se tiene 

V = x + F = { x + u; ueF}. 

Demostracion: Dada V, sea F el conjunto de todos los vectores 
v = y - x donde x.yeV. Probemos que F es un subespacio veetorial. 
Es claro que 0 e F. Ademås, siaeR y o e F entonces o = y - x con 
x, y e V, luego 

ao = a(y-x) = [(l-a)x + ay] - x = z~x, 

con z = (l~a)x + ay el/. Por consiguiente aoeF. Finalmente, si 
o = y — x y o' = y* - x pertenecen a F 

|y + -iy' eV, 

luego el vector 

w = (iv + ^v') - x 

pertenece a F. Pero es claro que v + u' = 2ut, por tanto o + o' e F. 

En seguida probemos que, para todo x eV, se tiene V ~ x + F, 
En efeeto, ye V => y = x + (y - x) con y - x e F, luego y e x + F. Es- 
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to prueba que V c x + F. Por otro lado, un elemento cualquiera de 
x + F tiene la forma x + y - z, con y, z e V. Pero 

x + y-z = 2(|x + |y) + (-l)z. 

Como ^x+iyel/ 

y z eV, entonces x + y-z e V. (Ponga a = -l, de donde l-ct = 2.) 
Por tanto x + F c V. 

Finalmente, si F y F' son subespacios vectoriales de £, tales 
que x + F = x + F' para aigun x e E , probemos que F = F'. En efecto, 

ueF => x + o ex + F => x + u ex + F' 

=> x + u = x + u' (u' e F') v - v' => v e F' 

Por lo tanto, F c F'. Andlogamente, se ve que F'c F, lo que termina 
la demostracidn. □ 

Ejercicios 

2.1, Sea R^ ^ el subconjunto de R* formado por las sucesiones v — 
(xi,x 2 ,...,x n ,...) que tienen solo un numero finito de términos x n 
diferentes de cero. Pruebe que R^ es un subespacio vectorial de R" 
y que las sucesiones que tienen un unico término no nulo constituyen 
un conjunto de generadores de 

2.2. Use el l'ndice de este libro para localizar la definition de matriz 
triangular. Pruebe que el conjunto Fj de las matrices triangulares in- 
feriores y el conjunto F 2 de las matrices triangulares superiores son 
subespacios vectoriales deM(nxn), que M(n x n) = Fj + F 2 y que no 
se cumple M (n x n) = Fj © F 2 . 


2.3. Dados X, Y c R, sean 
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F = conjunto de las funciones /: R —> R que se anulan en todos los 
puntos de X. 

G = conjunto de las funciones g : R —> R que se anulan en todos los 
puntos de Y. 

Pruebe: 

(a) Fy G son subespacios de £ = ^T(R;R). 

(b) Se tiene £ = F + G si, y s61o si, Xfl Y = 0. 

(c) Se tiene FOG = { 0 } si, y sélo si, X(JY = R. 

(d) Se cumple que £ = F © G si, y sdlo si, Y = R - X. 

2.4. En el espacio vectorial £ = ^F(R;R) sean: 

Fj = conjunto de las funciones /: R —> R que se anulan en todos los 
puntos del intervalo [0, l]; 

F 2 = conjunto de las funciones g:R—>R que se anulan en todos los 
puntos del intervalo [2,3]. 

Pruebe que Fj y F 2 son subespacios vectoriales de £, que £ = 
Fi + F 2 y que no se cumple E = Fj ® F 2 . 

2.5. Considere los subespacios Fj, F 2 a R 3 asi definidos: Fj es el 
conjunto de todos los vectores u = (x,x,x) que tienen las tres coor- 
denadas iguales y F 2 es el conjunto de todos los vectores w = (x, y, 0) 
que tienen la ultima coordenada igual a cero. Demuestre que R = 
Fj ® F 2 ■ 

2.6. Dados u = (1.2) y v = (-1. 2), sean Fj y F 2 respectivamente las 
rectas que pasan por el origen en R 2 y contienen uyu, Demuestre 
que R 2 = Fj ® F 2 

2.7. Sean Fj = , Uj) y F 2 = 5(u 2 , v 2 ) los subespacios de R 3 gene¬ 

rados por los vectores u 1 =(0.1,-2). Dj =(1,1,1), u 2 =(-1,0,3) y 
u 2 = (2, - 1,0). Encuentre numeros a lt b lt y a 2 , b 2 , c 2 tales que: 
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Fi = |(x,y,z) e R 3 ; c^x + bjy + cjz = O} 
F 2 - |(x,y,z) e R 3 ; a 2 x + b 2 y + c 2 z = 0|. 


2.8. En el ejercicio anterior, pruebe que u 2 £ Fj y que Fj + F 2 = R 3 . 
Exhiba un vector no nulo w e Fj fl F 2 y concluya que no se cumple 
R 3 =F 1 ®F 2 . 


2.9. Pruebe que 5(X) es la interseccién de todos los subespacios vec- 
toriales que contienen al conjunto Xc£. 


2.10. Exhiba tres vectores u, o, w E R 3 con las siguientes propieda- 
des: ninguno de ellos es multiplo del otro, ninguna de las coordenadas 

O 

es igual a cero y R no es generado por ellos. 

2.11. Sea F el subespacio de R 3 generado por los vectores u - (1,1,1) 
y o - (1, — 1, -1). Encuentre numeros a,b, c con la siguiente propie- 
dad: un vector u> = (x, y, z) pertenece a F si, y solo si, ax + by + cz = 0 


2.12. Exprese el vector (1,-3,10) como combinacion lineal de los 
vectores u = (1,0,0), v = (1, 1, 0) y w- (2. -3,5). 


2.13. Pruebe que la matriz d = 
binacién lineal de las matrices 


puede expresarse como com- 


‘4 -4 

-6 16 


a = 


1 

3 




2.14. Asigne V(erdadero) o F(also): 

(F) El vector w = (1, - 1, 2) pertenece al subespacio generado por u = 
(1,2.3) yw = (3, 2,1). 
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(f) Cualquier vector en R 3 puede ser expresado como combinacion 
lineal de los vectores u = (-5,3, 2) y v = {3, -1, 3). 

(y) Si X c Y entonces 5(X) c 5(Y). 

(F) Si 5(X) c ,S(Y) entonces X c Y. 

(V) Si una variedad afin V c E contiene el vector cero, entonces V es 
un subespacio vectorial de E. 


2.15. Cuéles de los siguientes subconjuntos son subespacios vecto- 
riales? 

| (a) El conjunto XcR 3 formado por los vectores v = (x,y, z) tales 
que z = 3 x y x = 2 y. 

(b) El conjunto Yc R 3 formado por los vectores u = (x,y,z) tales 

^ quexy = 0. 

I (c) El conjunto Z de las matrices 2x3 en las que alguna columna 
~ esta formada por elementos iguales. 

X (d) El conjunto F R; R) formado por las funciones /: R -> R, tales 
que /(x +1) = /(x) para todo x e R. 

' (e) El conjimto Lc R" de los vectores u = (x, 2x.nx), donde x € R 

es arbitrario. 

* (f) El conjunto de los vectores v e R 5 que tienen dos o mås coorde- 
nadas nulas. 

^ (g) El conjunto de los vectores de R 3 que tienen por lo menos una 
coordenada > 0. 


"^l^Exprese, en términos de las operaciones en un espacio vectorial 
'E^una condicion para que u, v, w e E sean colineales (esto es, perte- 
nezcan a una misma recta que puede contener o no al vector cero). 


2.17. Obtenga numeros a, b, c, d tales que la variedad afin.(plano) de 
R 3 defmida por la ecuacion ax + by + cz = d contenga los puntos 
ej =(1,0.0), e 2 = (0,1,0) y e 3 = (0,0,1). 
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2.18. Pruebe que, en la definicién de subespacio vectorial, la condi- 
cién “0 g F” puede ser sustituida por U F *■ 0”. 

2.19. iCuåles de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales? 

{ (a) El conjunto de los vectores de R n cuyas coordenadas forman una 
progresién aritmética. 

k (b) Los vectores de R n cuyas coordenadas forman una progresién 
geométrica. 

H tø) Eos vectores de R n cuyas coordenadas forman una progresién 
aritmética de razén dada. 

V (d) Los vectores de R cuyas coordenadas forman una progresién 

geométrica de razén dada. 

/ (e) Los vectores de R cuyas primeras k coordenadas son iguales. 

X (O Los vectores de R n que tienen k coordenadas iguales 

✓ tø) Las sucesiones (x n ) e R æ tales que x n+2 - 3x„ = x n+1 para todo n. 
x (h) Los vectores (x, y) e R 2 tales que x 2 + 3x = y 2 + 3y. 

^ (i) Las funciones / eC 0O (R) tales que f" -2 f' + f = 0. 

2.20. Sean u 1( u 2 , o 3 los vectores fila y u> 5 , tu 2 , u> 3 los vectores colum¬ 
na de la matriz 

1 2 3' 

4 5 6 
7 8 9 

verifique las relaciones u 3 = 2u z -Vj, u> 3 = 2u> 2 ~w 1 . Exprese u>j y w 2 
como combinaciones lineales de Uj y u 2 , y viceversa. Concluya que los 
vectores fila y los vectores columna de la matriz dada generan el 
mismo subespacio de R 3 . 
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2.21. Dé un ejemplo de una matriz 3x3 cuyos vectores fila generan 
un subespacio de IR 3 diferente de aquel generado por los vectores co¬ 
lumna. 

2.22. Pruebe que la reunién de dos subespacios vectoriales de E es un 
subespacio vectorial si, y sélo si, uno de ellos esté contenido en el 
otro. 

2.23. A partir de la definicién, pruebe que, dados los numeros, dj,..., 

a n , c, el conjunto V de los vectores x = (x!.x n ) eR" tales que 

OjXi + ••• +a n x n = c es un subespacio vectorial de R n si, y sdlo si, 
c = 0. Demuestre la afirmacién, hecha en el texto, de que V es una va- 
riedad afin. 

2.24. Sea F un subespacio vectorial de E. Asigne V(erdadero) o F(also): 
(f) Si u «£ F y v F , entonces u + v <t F ; 

(\l) Si u gF y a * 0, entonces au e F. 

2.25. Se dice que un subconjunto X de un espacio vectorial E es simé - 
trico si v &X => -u eX. Demuestre que un cono convexo simétrico y 
no vacio, es un subespacio vectorial de £. 

2.26. Dé un ejemplo de un cono convexo que no sea simétrico y de un 
cono simétrico que no sea convexo. 

2.27. Una matriz cuadrada a = [a y ] se llama simétrico. (resp. antisi- 

métricå ) si a (/ = (resp. a i} = - a jt ) para todo i y todo j. Demuestre 

que el conjunto S de las matrices simétricas y el conjunto A de las 
matrices antisimétricas n x rt, son subespacios vectoriales de M(n x n) 

y que se tiene M(n x n) = S © A. 

2.28. Sea £ = ^(R;R). Fijada g: IR -> R, pruebe que el conjunto F de 
todas las funciones / ; R IR tales que /(g(x)) = /(x), es'un subespacio 
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vectorial de £. ^Para qué funcidn g se tiene F = coryunto de Jas funcio- 
nes periddicas de periodo o? £Y si fiiese g(/(x)) = f(x) 6 f(g(x)) = g(x)? 

2.29. Pruebe que el subespacio vectorial generado por un cono conve- 
xo C c £ es el conjunto de las diferencias u - v, donde u, v e C. Con- 
cluya que el conjunto de las funciones f: X —> R que sdlo asumen va- 
lores positivos, es un conjunto de generadores de J(R ; R). 

2.30. Se dice que una funcidn /: X —> R es acotada si existe k > 0 
(dependiendo de f) tal que | f(x) | < k para todo x e X . Demuestre que 
el conjunto de las funciones acotadas es un subespacio vectorial de 
T(X : R)> generado por las funciones acotadas positivas. 

2.31. Un subespacio vectorial de R 3 generado por dos vectores no co- 
lineales u, v se llama plano. Use un argumento geométrico para mos¬ 
trar que si el vector w e R 3 no estå en el plano generado por u y u en- 
tonces u, vyw generan R 3 . 

2.32. Pruebe que el vector b = (1,2. 2) no es combinacidn lineal de los 
vectores »i =(1,1,2) y v 2 =(1,2,1). A partir de allf, formule un sis¬ 
tema lineal de tres ecuaciones con dos incdgnitas, que no posee solu- 
cidn y que tiene al vector b como segundo miembro. 

2.33. Sean F lt , F k c £ subespacios vectoriales. Pruebe: 

(1) El subespacio generado por la unidn Fj U ... UF*, es el conjunto 

Fj + ■•• + F k de las sumas x 1 +■■■ + x k , donde x x e F k . x k e F k . 

(2) Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) Cada x e Fj +•• +F fc se escribe de modo unico como suma 

X = Xj + ••• +X k . 

(b) Para cada j = 1. k se tiene 

F, n(F 1 + ... + F w+ F„ I + ... + F t ) = '{ 0 }. 
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Cuando una de laa condiciones (a) o (b) se cumple, se escribe 
Fj © • • • © F k en vez de Fj + • • • + F k y se dice que- este subespacio 
es la suma directa de Fj..... F k . 

2.34. Sea ; F = Fj ©F 2 = G v ® . Si cr: Gi c G 2 , pruebe que 

Fj =,Gi y F 2 = G 2 . 

2.35. Sean £, F espacios vectoriales. Una funcién /: £ F se llama 
par (resp. impar) cuando f(-v) = /(o) (resp. /(-o) = -/(o )) para todo 
ue£. Pruebe: 

(a) El conjunto A de las funciones pares y el conjunto B de las fun- 
ciones impares son subespacios vectoriales de JF(£; F) (vea Ejer- 
cicio 1.15) y se cumple ^F(£; F) = A © B. 

(b) Ademås del conjunto A, de los polinomios pares, y del conjunto B, 
de los polinomios impares, considere también el conjunto A' de 
los polinomios de la forma p(x) = £ o, x 2f , que solo tienen expo- 
nentes pares, y el conjunto B' de los polinomios de la formå 
q(x) = £ aiX 2 ' +1 , que sblo tienen exponentes impares. Pruebe 

que A' y B' son subespacios vectoriales del espacio (P de todos 
los polinomios, que A'cA, 8'cB y £P = A‘ © B'. Concluya que 
A = A' y B- B'. 


2.36. Para todo neN, sea Q n el conjunto de los polinomios (de gra¬ 
dos arbitrarios) que son divisibles por x n . Demuestre que Q n es un 
subespacio vectorial de £P. Hallar un subespacio F c £P tal que 

<P = F®Q n . 

2.37. Dado X c E, sea V el conjunto obtenido de X sustituyendo uno 
de sus elementos u por v + a u , donde u e X yaeR. Pruebe que X e Y 
generan el mismo subespacio vectorial de £. Concluya de alH que los 

conjuntos { v 1 . v k } c £ y { t>i, v 2 ~ u l. v k ~ °1 } c F generan el 

mismo subespacio vectorial de E . 

2.38. Demuestre que la reunion de tres subespacios vectoriales es un 
subespacio vectorial sblo si alguno de ellos contiene a los otros dos. 
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.<£ 39 . Sean Fj, F 2 subespacios vectoriales de £. Si existe aigun a e£ 
tal que a + Fj c F 2 , pruebe que Fj c F 2 . 

2,4d. Sea Vc£ una variedad afin. Dados u t . u m e V y a 1( ... , 

ct m € R con <»!+ • • +a m = 1, demuestreque 

«i w l + - e V. 

CfM- Para todo subespacio vectorial F c R n , demuestre que existe un 
subespacio G c R n tal que R n = F©G. 

2*42. ^Verdadero o falso? Para cualesquiera subconjuntos X, Y c £ 
se tiene 

J(XUV) = S(X) + S(Y), / 

s(xnv) = s(x)n s(Y). 

(La ultima de las igualdades anteriores sugiere una pregunta: £cuål 
es el subespacio vectorial generado por el conjunto vado?. La conven- 
cién aceptada es S (0) = { 0 }). 

2.43. Sea X un subconjunto no vado, del espado vectorial £. Por de- 
finicién, la variedad, afin generada por X es el conjunto V(X) de to¬ 
das las combinaciones lineales ajUj + con o<,..., v n e X y 

a j+•••+a n = 1. Pruebe que 

(a) V(X) es una variedad aflfn 

(b) Fijado cualquier w 0 e X, se tiene (/(X) = u 0 + F, donde F es el 
subespacio vectorial de £ generado por los vectores u-o 0 , 
con v e X. 
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Los espacios vectoriales de dimension finita, objetos centrales de nues- 
tro estudio, tienen una estructura algebraica muy simple, evidenciada 
por los conceptos de base y dimension. Una vez fijada una base en un 
espacio vectorial de dimensiån n, los vectores del espacio son, simple- 
mente, combinaciones lineales de los n vectores de la base, con coefi- 
cientes univocamente determinados. En esta seccion, presentamos los 
temas referidos y los estudiamos en detalle. 

Sea £ un espacio vectorial. Se dice que un conjunto X c E es li¬ 
nealmente independienté (abreviadamente, L.I.) si ningun vector v e X 
es combinacién lineal de otros vectores de X. Para evitar ambigiieda- 
des,.si X tiene un unico elemento v * 0, se dice que X es L.I., por de- 
,fmici6n. Cuando X es L.I. se dice también que los elementos de X , 
son vectores linealmente independientes. 

Cuando el conjunto X es L.I., sus elementos son todos r 0, pues 
el vector nulo es combinacion lineal de otros cualesquiera: 0 = 0 ■ i>j + 

• • • + 0 • v m . (Si no hay “otros”, X = {t>},u*0). 

Un criterio muy util para verificar la independencia lineal de 
un conjunto, es dado por el teorema siguiente: 

^ Teorema 3.1. Sea X un conjunto L.I. en el espacio vectorial E. Si 

aj Oj + ••• + a m v m = 0 con Uj. v m e X entonces = ••• =0. 

Reciprocamente, si la unica combinacion lineal nula de vectores de X 
es aquella cuyos coeficientes son todos iguales a cero, entonces X es un 
conjunto L.I. 
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Demostracion: Supongamos, por el absurdo, que se tenga otj + ••• + 
a w v m con u i> *-• > u m e X tales que no todos los a ( son nulos. Por 
simplicidad, sea aj *0. Entonces tenemos v 1 =-(a 2 /a 1 )ti 2 - ••• - 
( a in/®l)* , m “ 0* lo que expresa Oj como combinacion lineal de otros 
elementos de X. Reciprocamente, si X no fuese L.I., alguno de sus 
vectores seria combinacion lineal de los demås: 

” = a i u l + ••• + a m v m , luego l.u - a t - • •• -a m u m = 0, 

que es una combinacion lineal nula de vectores en X, en la cual por lo 
menos el primer coeficiente es diferente de cero. □ 

Corolario. Si v = a, u x + - + a m v m = p, o, + ... +p m v m y los vec¬ 
tores Wj,... , v m son L.I., entonces a } = p t .a m = p 

En efecto, se tiene en estecaso (dj -pj)uj + ••• +(a m -p m )u m - 0 
luego (*! -Pj = ••• = a w -p m = 0. □ 

Evidentemente, todo subconjunto de un conjunto L.I., también 
es L.I. 

Ejemplo 3.1. Los vectores canonicos = (1.0.0),..,, e n - (0,0 1) 

en R" son L.I. En efecto, aj ej + + a n e n - 0 significa (aj.<x n ) = 0, 

luego aj = = a„ =0. Anålogamente, los monomios 1, x, ... , x n en 

<P n son L.I. pues a 0 + a } x+ +a n x n = p(x) es el vector nulo en 
£P n sélo si p(x) es la funcién idénticamente nula, esto es, p(x) = 0 pa¬ 
ra todo x e R. Esto implica ag = = a n =0; pues un polinomio no 

nulo de grado k tiene como maximo k raices reales. Esta observacidn 

nos permite inferir que X = {l.x .x n ,...} c <P es un conjunto 

infinito L.I. 

En la pråctica, el siguiente criterio es util, aigunas veces. 

Teorema 3.2. Sean v 1 , ... , u m vectores no nulos del espacio vectorial 
E. Si ninguno de ellos es combinacion lineal de los anteriores, entonces 
el conjunto X = { Oj.u (J1 } es L.I. 
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Demostracién: Supongamos, por el absurdo, que una combinacidn 
lineal de los vectores dados, con coeficientes no todos nulos, sea igual 
a cero. Si a r u r fuese el ultimo sumando no nulo de esa combinacidn, 
tendriamos entonces 

aj Uj + ••• + a r v r = 0,' 

con a. * 0, De allt se tendria v r = - ~- 0 j - - ^-u r _j, luego v r se- 

ria combinacidn lineal de los elementos anteriores a él en la lista Oj, 
..., v m . (Observe que r > 1, pues Oj *■ 0.) □ 

Observacidn: Evidentemente, se cumple un resultado andlogo con 
“posteriores” en vez de “anteriores” en el enunciado. 

Un conjunto X c £ se dice linealmente depéndiente (abrevia- 
damente, L.D.) si no es L.I. 

Esto significa que alguno de los vectores u e X es combinacidn 
lineal de otros elementos de X, o que X = {0}. Para que X sea L.D. es 
necesario y suficiente que exista una combinacidn lineal nula 
a l u l + 1 ‘' + a m v m = 0 de vectores Uj, , u m e X con aigun coeficien- 

te a, * 0. Si X c Y y X es L.D. entonces Y también es L.D. Si 0 eX, 
entonces el conjunto X es L.D. 

Ejemplo 3.2. Los vectores u = (l,2,3), u = (4,5,6), to = (7,8,9) en 
R 3 son L.D. pues u; = 2 v-u. 

Ejemplo 3.3. Cuando los vectores Uj. v m son L.D., ello no significa 

que cualquiera de ellos sea combinacidn lineal de los demds. Por 
ejemplo si u = (1, 2) , v = (3,4) y w = (4,8) entonces, { u, o, u; } c R 2 es 
un conjunto L.D. pues w = 4u + 0 u, pero v no es combinacidn lineal 
de u y to. 

Una base de un espacio vectorial £ es un conjunto Bc£ lineal¬ 
mente independiente que genera E. 
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Esto significa que todo vector u e E se expresa, de modo unico, 
como combinacién lineal o = 04 i/j +■ ••• + a m u m de elementos pj,..., v m 

de la base B. Si S = { u r .u m } es una base de £ y o = a x wj + ••• + 

a m u m entonces se dice que los numeros , ... , a m son las coordena- 
das del vector o en la base B. 

1,08 vectores e l = i 1 ' 0 . 0 ), ... , e n = ( 0,0 . 1 ) cons- 

tituyen una base { ej,..., e„ } de R n , llamada base canonica. Anéloga- 
mente, los monomios 1 , x, ... , x n , forman una base para el espacio 
vectorial de los polinomios de grado <, n. El conjunto 

{l,x,...,x ,...| 

de los monomios de grados arbitrarios constituye una base (infinita) 
para el espacio vectorial £P de todos los polinomios reales. Conviene 
observar, mientras tanto, que el conjunto X = { ,..., w n ,...} c R“, 

donde e n = ( 0 ,..., 0 , 1 , 0 ,...) es la sucesién cuyo enésimo término es 1 
y los demås son iguales a cero, es un conjunto infinito L.I. pero no es 
una base de R , porque no lo genera. En efecto, el subespacio vecto¬ 
rial de R°° generado por X ; es el conjunto R^ formado por las suce- 

siones v = (aj.a n ,...) en las cuales sélo un numero finito de coor- 

denadas ot n son * 0 . 

Demostraremos a continuacion que si un espacio vectorial £ 
admite una base con n elementos entonces todas las bases de £ tie- 
nen el mismo numero n de elementos. Al numero n se le Uama di¬ 
mension de £. 

El punto de partida es el lema siguiente. En él, un sistema li¬ 
neal es llamado homogéneo cuando el segundo miembro de cada ecua- 
ci 6 n es igual a cero. Todo sistema homogéneo admite por lo menos la 

solucion trivial (0,0.0). Esto es coherente con el Ejemplo 2.4, 

pues las soluciones v = (x } ,..., x n ) de un sistema homogéneo consti- 
tuyen un subespacio vectorial de R n y todo subespacio contiene al 
vector nulo. 
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Lema 3.1; Todo sistema lineal homogéneo cuyo niimero de incégnitas 
es mayor que el niimero de ecuaciones admite una solucion no trivial. 

Demostracion: Consideremos el sistema 


a n xi + a 12 x 2 + • 

^ln. x rt 

= 0 


a 21 X 1 + °22 x 2 + ‘ 

'• + a 2n x n 

= 0 

(*> 

a ml X 1 + a m2 x 2 + " 

' + Omn x n 

= 0. 



de m ecuaciones con n incégnitas, donde m<n. Usaremos induccién 
sobre el niimero m de ecuaciones. Para m = 1, tenemos una unica 
ecuacién 

a ll x l + a l2 x 2 + + °ln x n = 0’ 


con n > 1 incégnitas. Uno de los coeficientes a v es * 0. Cambiando, si 
fuera necesario, los nombres de las incégnitas, podemos suponer que 
a ln * 0. La ecuacién dada equivale a 


x 


rt 


( 


\ 


a ll 


J ln 


+ 


°ln-l 

a l„ 


x n -1 




i 


Dando valores arbitrarios no nulos a las n -1 incégnitas Xj, .... x n-1 
y calculando x n por medio de esta ultima expresién, obtenemos una 
solucion no trivial (jq,...,x n ) para la ecuacién dada. Para completar 
la induccién, supongamos el lema verdadero para un sistema de 
m~l ecuaciones. Cambiando, si fuera necesario, el orden de las 
ecuaciones y los nombres de las incégnitas, podemos admitir que en 
el sistema (*) dado, se tiene a mn * 0. Entonces, de la m-ésima ecua¬ 
cién resulta 



+ 


... + 


a mn -1 
a mn 



Sustituyendo, en cada una de las m - 1 primeras ecuaciones, la incog- 
nita x n por este valor, obtenemos un sistema homogéneo de m -1 
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ecuaciones con las n -1 incdgnitas x t .x n _j. Por la hipdtesis in- 

ductiva, este sistema admite una solucidn no trivial (ctj , ... , a n _|), 
pues n -1 > m -1. Poniendo 


a n = 


V ®mn 


a. 


, a mn -1 
+ —- a ri-l 


obtenemos una solucidn no trivial (aj,...,a n _j ,a n ) del sistema pro- 
puesto (*). □ 

ledroiÉa SiSi Si los vectores v v ..., u m generan el espacio vectorial E 
entonces cualquier conjunto con mas de m vectores en E es L.D. 


Demostracién: Dados los vectores w lt ... , w n en E, con n > m, para 
cada tenemos U)j = a I; - Uj + • + a m j v m pues los vectores 

w l» ■** » v m generan E. Para probar que los vectores uij son L.D., de- 
bemos encontrar coeficientes x lf ... , x„ , no todos iguales a cero, ta¬ 
les que XjUJj + ••• + x n w n — 0. Sustituyendo los uij por sus expre- 
siones en términos de los u,, esta igualdad significa que 


( n > 


' n ' 


( n 

L X J a lj 

Kb i J 

0j + 

Z X / a 2 J 

u=i J 

v 2 + •'• + 

Z x l a mi 

) 


Ciertamente, esta ultima condicidn se satisfaré cuando todas las su¬ 
mas dentro de los paréntesis sean nulas, o sea, cuando (xj,...,x„) 
sea una solucidn no trivial del sistema homogéneo 

“llXi + a l2 x 2 + + a lr1 x n = 0 

“21 x l + a 22 x 2 + •" + a 2n x n = 0 


a ml xi + a m2 x 2 + ••• + a mn x n = 0, 

Tal solucidn existe, por el Lema 3.1, pues n > m. Luego los toj,... w 
son L.D. □ ’ " 
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Corolario 1. Si los vectores v lt ..., v m generan el espacio vectorial E 
y los vectores u lt ..., u n son L.I. entonces n < m. 

Este corolario es una simple reformulacién del Teorema 3.3. 


porolario 2. Si el espacio vectorial E admite una base !B - { uj.u n } 

con n elementos, cualquier otra base de E posee también n elementos. 


En efecto, sea S' = { Dj,..., v m } otra base de E. Como B'genera 
E y IB es L.I., tenemos n <m, por el Corolario 1. Como B genera £ y 
S' es L.I., por el mismo corolario se sigue m < n. Luego m = n. □ 


;1 espacio vectorial £ tiene dimension finita si ad- 

mite una base B = { u t . u n } con unnuinero finito^ d.e elementos. 

Este numero, que es el mismo påra todas las bases de-E, se Uama la 
dj.mensi6n del espacio vectorial £; y se escribe^n = dim E. Por exten- 
sidn, se dice que el espacio vectorial E - { 0 } tiene;4imens|^.cero. 


^ Corolario 3. Si la dimension de E es n, un conjunto de n vectores ge- 
" nera E si, y solo si, es L.I. 


En efecto, si X = { u*. v n } genera £ y no es L.I. entonces al- 

guno de sus elementos es combinacién lineal de los n -1 restantes. 
Estos n -1 vectores formarian también un conjunto de generadores 
de £, en contradiccién con el Teorema 3.3, pues £ contiene (una base 
con) n vectores linealmente independientes. Recfprocamente, supon- 
gamos que X sea L.I. Si X no generase £, existiria un vector v e £ que 
no seria combinacién lineal de los elementos de X. Entonces, por el 
Teorema 3.2, { uj,..., u n , o } seria L.I. en contradiccién con el Teorema 
3.3 pues una base de £ con n elementos, genera el espacio. □ 

Como la base canénica {. e„}cR" tiene n elementos, R n 

es un espacio vectorial de dimensién finita n. Se sigue entonces del 
Corolario 3 que, para demostrar que n vectores Dj ,..., u n e R n forman 
una base, basta probar que ellos son L.I. o, alternativamenté, que ge¬ 
neran R n . 
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vTeorema 3.4. Sea E un espacio vectorial de dimension finita n. En- 
tonees: 

(a) Todo conjunto X de generadores de E contiene una base. 

(b) ;- Todo conjunto L.I. { Uj,..., c: £ estd contenido en una base. 

(|| Todo subespacio vectorial F a E tiene dimension finita, que es 
< n. 

(d) Si la dimension del subespacio F c£ es n entonces F = E. 

Demostracion: (a) Los conjuntos L.I. en £ tienen como måximo n 
elementos. Sea Y = { uj,..., o m } c X un subconjunto L.I. de X con el 
måximo numero posible de elementos. Si aigun vector v e X no fuese 
combinacidn lineal de o 1( ... , v m entonces el conjunto { uj,..., v m , u} 
seria L.I. por el Teorema 3.2, lo que contradirfa la maximalidad de m. 
Luego debemos tener Xci(Y), donde £ = J(X)cj(Y) y de allf 
J(V) = E. Por tanto, Y es una base de E, contenida en X, como se de- 
bfa demostrar. 

(b) Sea 

^ — { y l i ■ • • • ' u m+l • • • ■ > u k } 

un conjunto L.I. con el numero måximo posible de elementos conte- 
niendo los m vectores dados (por el Teorema 3.3, se tiene k < n). Si en 
E aigun vector u no fuese combinacién lineal de los elementos de Y, 
entonces V U { v } seria un conjunto L.I., de acuerdo con el Teorema 
3-2, contradiciendo la maximalidad de k. Se sigue que V genera E, 
luego es una base de E, conteniendo u 1( ..., v m . 

(c) Sea Y - {. v m } c F un subconjunto de F que es L.I. y tiene 

el numero måximo posible de elementos. Entonces V genera F, pues 
si aigun elemento v e F no fuese combinacion lineal de los vectores de 

V entonces, por el Teorema 3.2, { oj.u m . v } c F seria un conjunto 

L.I., contrariando la maximalidad de m. Por tanto, V es una base. de F 
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y F tiene dimensidn finita. Ademås dim F -m < n pues ningun con- 
junto con mås de n elementos en E puede ser L.I. 

(d) Si dim F = dim E = n, entonces toda base de F es un subconjunto 
L.I. con n elementos en E, luego genera E (por el Corolario 3). Se si- 
gue que F = E. □ 

En este libro, trataremos preferentemente de los espacios véc- 
toriales de dimension finita. Se dice que el espacio veetorial E tiene 
dimension infmita si no tiene dimension finita, esto es, cuando nin- 
gun subconjunto finito de E es una base. Como todo subconjunto fini¬ 
to (que no se reduzca al vector 0) contiene un subconjunto L.I. que 
genera el mismo subespacio, podemos decir que el espacio veetorial E 
tiene dimensidn infmita si, y sélo si, no es generado por un conjunto 
finito de vectores. Por ejemplo, el espacio £P de todos los polinomios 
reales tiene dimension infmita pues si X c £P es un conjunto finito 
de polinomios y r es el mayor grado de un polinomio cualquiera de X , 
entonces el subespacio veetorial generado por X estå contenido en 
FP T , luego no es igual a FP . 

Ejemplo 3.5. Los monomios 1, x, ... , x n constituyen una base del 
espacio veetorial , de los polinomios de grado 5 n, luego P n tiene 
dimensidn finita y dim ZP n - n +1. Por otro lado, el conjunto infinito 
11, x,..., x n ,... | es una base del espacio veetorial de todos los po¬ 
linomios, el cual tiene dimensidn infmita. También tiene dimensidn 

infmita el espacio IR^(introducido en el Ejemplo 3.4.) pues admite la 
base infinita { éj ,e 2 , e n ,...}, donde e n = (0.0,1,0,...) es la 

sucesion infinita cuyo n-ésimo término es 1 y los demås son ceros. Fi¬ 
nalmente, aunque no exhibamos explicitamente una base para el es¬ 
pacio IR* 3 , podemos asegurar que no tiene dimensidn finita, en virtud 

del item (c) del Teorema 3.4, ya que IR^ es un subespacio de R TO , con 
dimensidn infinita. 
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Ejemplo 3.6. El espacio vectorial M(m xn), de las matrices m x n, 
tiene dimensién finita, igual a m• n. Una base para M(mxn) es for¬ 
mada por las matrices e,j, cuyo ij -ésimo elemento (en la interseccién 

de la i-ésima fila con la ;-ésima columna) es igual a 1 y los demås ele- 
mentos son iguales a cero. 


ro, el tiiperplano 


5i los coeficientes dj, , a n no son todos iguales a ce- 


H = {( x i.*n) e R ”; °i*i + - + a„x n =0} 

es un subespacio vectorial de dimensién n -1 en IR". En efecto, admi- 
tiendo (por simplicidad) que a n * 0, vemos que 


o = (x,,...,x„) eH o x„ =-^- 


~n-l 


Q n ' 


*1 


l n-l • 


En particular, para cada i = 1.n - 1, el vector 

v, = (0,.... 1,...,0, -a ( /a n ), 


cuya i-ésima coordenada es 1, la ultima es -a ( /a n y las demés son ce- 
ros, esté en H. Ademås, como es fåcil ver, los vectores uj, ... , v n j son 
L.I. Luego el subespacio H tiene dimensién n -1 én. Como H *■ R" 

(por ejemplo, el vector u = (0.0,a n ) no estå en H), se sigue que 

dim H = n-1 y los vectores u lf ... , forman una base del hiper- 
plano H. 

Se dice que la variedad afin V c E tiene dimension r cuando 
V - x + F, donde el subespacio vectorial F c £ tiene dimensién r. 


Ejerclcios 

3.1. Dados los vectores u = ( ai , a 2 , a 3 ), u^bj , b 2 , b 3 ) y io = (c,, c 2 , c 3 ), 
escriba a’=(aj ,a 2 ), u' = (bj ,b 2 ) y u>'=(cj, c 2 ). Suponiendo u' y u' L.I., 
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existen <x , p g R tales que w' = a u' + |Ju'. Pruebe que { u , v , w } es L.D. 
si, y s61o si, 10 = au + pu (con los mismos a y P). Use este criterio pa¬ 
ra determinar si los vectores u, u, u; siguientes son L.I. o L.D. 

(a) u = (1,2,3), o = (1.3, 2), w«(-l,2,3) 

(b) u = (1,2,3), o = (1,3,2), w ~ (1,4, i). 

3.2. Demuestre que las matrices a, b y c siguientes, son L.I.: 



3.3. Pruebe que los polinomios siguientes son linealmente indepen- 
dientes: 

p(x) = x 3 -5x 2 + l , q(x) = 2 x 4 +5x- 6, r{x) = x 2 - bx + 2* 

3.4. Sea X un conjunto de polinomios. Si dos polinomios cualesquie- 
ra pertenecientes a X tienen grados diferentes, pruebe que X es L.I. 

3.5. En el espacio de los polinomios de grado S 3, verifique si los 
polinomios siguientes son L.I. o L.D.: 

p(x) = x 3 - 3x2 + 5x + I. 
q(x) = x 3 - x 2 + 6x + 2, 
r{x) = x 3 - 7x 2 + 4x. 

3.6. Si una funcibn en C*(R) es combinacion lineal de otras, enton- 
ces sus derivadas sucesivas son combinaciones lineales (con los mis¬ 
mos coeficientes) de las derivadas de esas otras. Use este resultado 
para probar que { e x , e 2x , x 3 , x 2 , x }, es un conjunto L.I. 

Sea E = Fj ©F 2 . Si S| es una base de Fj y B 2 e 3 una base de 
F 2 , demuestre que Bj U B 2 es una base de E. 
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3.8. Exhiba una base de cada uno de los siguientes subespacios de 
R 4 : 

F = {(x ll x 2 ,x 3 ,x 4 ); x 1 =x 2 =x 3 =x 4 } 

G = {(x 1 ( x 2 ,x 3 ,x 4 ); Xj=x 2 y x 3 = x 4 } 

H = {(x 1 .X 2 ,X 3 ,X 4 ); X!=X 2 =X 3 } 

K = {(Xi.x2.x3.x4); x 1+ x 2 +x 3 +x 4 =0}. 

^ ( 3.9. Sea E un espacio vectorial de dimension finita. Dado un subes- 
pacio F c E, demuestre que existe un subespacio G c E tai que 
E = F©G. 


3*. 10 . Sea F el subespacio vectorial (plano) de R 3 formado por los vecto- 
réSi u = (x, y, z) tales que x-2y + 4z = 0. Halle una base {uj.U 2 .U 3} 
c R 3 tal que u } y u 2 pertenezcan a F. 

3 . 11 . Pruebe que los polinomios l,x-lyx 2 -3x + l forman una ba¬ 
se de <P 2 - Exprese el polinomio 2x 2 -5x + 6 como combinacién lineal 
de los elementos de dicha base. 

3 . 12 . Pruebe que los vectores u = (1,1) y o = (-1,1) forman una base 
de R 2 . Exprese cada uno de los vectores ej =(1,0) y e 2 = (0.1) como 
combinacién lineal de los elementos de esa base. 


3.13. Pruebe que los vectores u = (1,1,1), v- (1,2,1) y to = (2,1, 2) 
son L.D. 


3.14. Asigne V(erdadero) o F(also) segun la validez de la afirmacidn: 

“La unién de dos subcoi\juntos L.I. del espacio vectorial E es, 
también, un conjunto L.I.” 

(f) Siempre. 

{(•') Nimca. 

(F ) Cuando uno de ellos es disjunto del otro. 

(T) Cuando uno de ellos es parte del otro. 
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(V ) Cuando uno de ellos es disjunto del subespacio generado por el otro. 

) Cuando el numero de elementos de uno de ellos mås el numero de 
elementos del otro es igual a la dimension de E. 

3.15. Sea S el conjunto de las matrices simétricas nxn. Para cada 
par (i,;) de numeros naturales de 1 hasta n, con i < j, sea la matriz 
nxn cuyos elementos en las posiciones i; y ji son iguales a 1 y los 
demås son cero. Pruebe que estas matrices constituyen una base para 
el subespacio vectorial S c M(n x n). Anålogamente, obtenga una ba¬ 
se del subespacio A de las matrices antisimétricas nxn. Concluya 
que dim S = n(n + 1)/ 2 y que dim A = n (n -1)/2. 

3.16. Las matrices t = [ f i; - ] e M(nxn), tales que t j; = 0 cuando i < j, 
son llamadas triangulares inferiøres. Pruebe que forman un subespa¬ 
cio vectorial L c M(n x n). Obtenga una base para L y determine su 
dimensidn. 

3.17. Encuentre una base y consecuentemente determine la dimen- 
sidn de cada uno de los siguientes subespacios de M(n x n): 

(a) matrices cuya suma de los elementos de la diagonal es cero. 

(b) matrices que tienen iguales la primera y ultima filas. 

(c) matrices cuya segunda fila es igual a la tercera columna. 

(d) matrices en las que la suma de los elementos de la primera fila 
es igual a la suma de los elementos de la segunda columna. 

3.18. Sean u,u e E vectores linealmente independientes. Dado a *0, 
pruebe que el conjunto de dos elementos { u.u + au } es una base del 
subespacio generado por los vectores v, u + u, v + 2u, ... , u + nu, ... 

3.19. Sean oj = (1. 2,...,n), o 2 = (n + l,n + 2.2n). v n = (n 2 -n + 1, 

n 2 - n + 2, ... ,n 2 ). Pruebe que estos vectores generan en R n el mis- 
mo subespacio F que los vectores u) t =(l,n + l,2n + l,...,n 2 -n + l), 

w 2 = (2,n + 2.n 2 -n + 2), ... , u) n = (n, 2n,... ,n 2 ) y que dimF = 2. 

(Vea el Ejercicio 2.3.) 
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3.20. Encuentre una solucidn no trivial para el sistema homogéneo: 

Xj + 2 x 2 + 3x 3 + 4x 4 = 0 

2xj 4 - X 2 4- X 3 — x 4 = 0 

3xj — 2x 2 + x 3 — 2 x 4 = 0 

y, a partir de ello, obtenga una combinacidn lineal nula de los vecto- 
res oj =(1.2,3), o 2 =(2,l,-2), e 3 = (3,1,1), o 4 =(4,-l,-2) en la 
que los coeficientes no sean todos iguales a cero. 

3^21'. Sea { ui,,i? n } una base del espacio vectorial £. Si los mime- 
ros Oj,... , a n no son todos iguales a cero, pruebe que el conjunto Fde 
los vectores o = x 1 o 1 + ••• + x n v n tales que a x Xj + ••• +a„x n =0, es 
un subespacio vectorial de £, con dim F = n -1. 

3.22. Pruebe que [ 1, e x , e 2x , e 3 *, e 4x J es un conjunto L.I. en el espa¬ 
cio C”(R). (Sugerencia: dada una combinacidn lineal nula, derivela, 
después divida entre e x y prosiga.) 

3>#3.Sean Xj,... , X n , ... subconjuntos L.I. del espacio vectorial £. 

(a) Si X x c X 2 c ... c Xp c X„ +1 c .... pruebe que X = (J X„ es 
L.I. 

(b) Si cada X n tiene n elementos, pruebe que existe un conjunto li¬ 
nealmente independiente X* = {xj. x n ,...} tal que x n e X n 

para cada n e N. 

(c) Suponiendo £ = R^ y admitiendo las hipd tesis de los items an- 
teriores, les verdad que X = (J X„ seria una base de £? 

3.24. Si los vectores Uj, ... , u m son L.I., pruebe que lo mismo se da 
con los vectores t> 2 -... , o m -Uj. ^Es cierta la reciproca? 

3.25. Dado el conjunto finito X = { oj,..., a n }, obtenga una base para 
el espacio vectorial jF(X; R). 
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8.26. Sea X un conjunto infinito. Para cada a g X, sea / 0 : X ->!R la 
funcion tal que f a (a) = 1 y / a (x) = 0 si x*a. Pruebe que el conjunto 
YciT(XiR), formado por estas funciones, es linealmente indepen- 
diente, luego ^F(X ;R) no tiene dimension finita. Pruebe también que 
Y no genera ^(X;IR). 

3.27. Sean Fj, F 2 a E subespacios de dimensidn finita. Obtenga una 
base del subespacio F l + F 2 que contenga una base de F lt una base de 
F 2 y una base de Fj fl F 2 . 

3.28. Exhiba una base para cada uno de los espacios vectoriales si- 
guientes y calcule su respectiva dimension: 

(a) polinomios pares de grado < n . 

(b) polinomios impares de grado < n. 

(c) polinomios de grado < n que se anulan para x = 2 y x = 3. 

(d) vectores de (R n (n > 6) en los cuales son iguales la segunda, cuar- 
ta y sexta coordenadas. 

3.29. iSe puede tener una base de 0^ n , formada por n + 1 polinomios 
de grado n? 

3.30. Pruebe que los vectores u = (1,1,1), o = (1,2, 3) y io = (l,4,9) 
forman una base de R 3 . Exprese cada uno de los vectores ej, e 2 > e 3 
de la base canonica de R 3 como combinacion lineal de u, u y w. 

3.31. Exhiba una sucesion F 1( F 2 , ... , F n , ... de subespacios vectoria¬ 
les de £P con las siguientes propiedades: (a) dim F n = oo; (b) F m fl F n = 
{0 } si m * n. 

3.32. Para cada i de 1 a m, y cada ; de 1 a n, sean s f , tj: M(m x n) -> R 
las funciones definidas por s,(a) = suma de los elementos de la i- 
ésima fila de a y tj(a) = suma de los elementos de la ;-ésima colum- 
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na de a. Pruebe que las funciones Sj . s m , t v ..., t n son linealmen- 

te dependientes en el espacio vectorial £ = J(M(m x n);R); pero que 
el conjunto { s,.s^, ,t n },es L.I. 

3.33. Con las notaciones del ejercicio anterior, donde ahora supone- 
mos id — n (matrices cuadradas), sean x, er : W(n x n) —> R las funcio¬ 
nes definidas, para cada a = [a y j s M(rt x n) por t{a) = a n + ••• + a nn 

(suma de los términos de la diagonal principal de a) y a(a) - a ln + 
a 2,n-l + "• +Qnl (suma de los términos de la otra diagonal). Demues- 
tre que para n>3, el conjunto {Sj.s n ^, tes li¬ 

nealmente independiente. (El numero t(a) se llama traza de la ma- 
triz a.) 
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El Algebra Lineal puede ser presentada desde tres puntos de vista 
equivalentes: transformaciones lineales, matrices o formas cuadrdti- 
cas. El énfasis (o aun la exclusividad) que se da a alguno de esos tra- 
tamientos es, muchas veces, cuestion de hdbito, gusto personal o con- 
viccidn. En este libro los tres aspectos seran debidamente tratados, pe¬ 
ro daremos preferencia a las transformaciones lineales, por los motivos 
mencionados, especialmente por el ultimo. 

* Sean E, F espacios vectoriales. Una transformacion lineal A -.E -» F 
es una correspondencia que a cada vector v e £ le asigna un vector 
A{u) = A ■ u = Au g F tal que, para cualesquiera u, u g£ y a e IR, se 
cumplan las relaciones: 

A(u + u) = Au + Au, 

A (a • u) = a-Au. 

Se dice que el vector A u es la imagen (o el transformado ) de u 
por la transformaclén lineal A. 

t£5i Å:E-4 F es una transformacién lineal entonces A 0 = O s En 
efecto, AO = A(0 + 0) = AO + AO. Ademås, dados u, v e£ya,PeR, 
se tiene A (a u + P u) = A (a u) + A (P u) = a Au + p- Au. Mås general¬ 
mente, dados Dj,... , u m en Ey a 1( ... , a m e R, se cumple 
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'M ct l u l + + a m u m ) = a r Au, + - + a m -Au m . 

De lo que resulta A(-u) = -Au y A{u~v) = Au-Av. 

La suma de dos transformaciones lineales A.B-.E-* F y el pro- 
ducto de una transformation lineal A -.E-+F por un numero a e R 
son las transformaciones lineales A + B : £ -> F y et A: £ -» F, defini- 
das respectivamente por (A + B)u = Av + Bv y (aA)o = a-Au, para to¬ 
do v e E. El simbolo 0 designa la transformacién lineal nula 
0:E-*F, definida por O o = 0y, definiendo -A:£->F mediante 
(-A)-o = -A v, se tiene que (-A) + A = A + (-A) = 0. 

Sea -£(£;£) el conjunto de las transformaciones lineales de £ 
en F. Las definiciones anteriores convierten a X{E\F) en un espacio 
vectorial. Si £ = F, usamos la notation _/*(£) en vez de X(E \£). Las 
transformaciones lineales A:£->£, del espacio vectorial E en sf 
mismo, se Ilaman operadores lineales en £. A su vez, las transforma¬ 
ciones lineales tp:£->R, con valores numéricos, son llamadas fun- 
cionales lineales. Se escribe E* en lugar de ^(£ ; R) y el conjunto E* 
de las funcionales lineales <p: £ —> R se llama el espacio vectorial dual 
de E. 

Un operador lineal especial es el operador identidad /:£-»£, 
definido por I-v — u para todo u e £. Cuando sea necesario especifi- 
car, escribiremos l E en vez de /. 

Una transformacion lineal A: £ —> F es un tipo particular de 
funcién que tiene como dominio al espacio vectorial £ y como contra- 
dominio al espacio F. En general, para definir una funcién X -> Y 
es necesario especificar el valor /(x), para cada elemento x del domi¬ 
nio X. Lo que hace muy manejables las transformaciones iineales es 
que, para conocer AeJ^(E-.F), basta conocer los valores A v que A 
asume en los vectores ve S, donde S es una base de £. Esto es parti- 
cularmente util si £ tiene dimension finita. En este caso, un numero 

finito de valores A -Oj. A-u n (donde { .y„ } c £ es un.a base) 

atribuidos arbitrariamente, definen completamente una transforma¬ 
tion lineal A: £ -> F. Mas precisamente, se cumple el 
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I Teorema 4.1. Sean E, F espacios vectoriales y S una base de E. A ca- 
da vector ueS, asignémosle (arbitrariamente) un vector u’ e F. En- 
tonces existe una unica transformation lineal A.E-*F ,de modo que 
Au = u' para cada ueB. 

Demostracion: Todo vector u e £ se expresa, de modo unico, como 
combinacidn lineal v = Uj + + a m u m de elementos Uj, ... , u m 

de la base S. Definimos A :E-> F poniendo 

A.y = a r uj + ••• + a m u^ . 

Dados u,w e £ tenemos 


y 


o = 04 -Uj + -i- a m -u m 

w = + - + P m -u m 


(Aun cuando la base B sea infinita, podemos expresar v y w como 
combinaciones lineales de los mismos elementos de S, completando 
con coeficientes cero los multiplos de los u f que aparecen sélo en una 
de las dos expresiones). Entonces 

m 

ut + y = X( a i + Pi) u i 
i = 1 


luego 

A (u + lo) = X( a i + M u f = Zl a i u i + = Av + A ' w - 


Anålogamente se ve que A(ao) = a Au. 

Por consiguiente A: E -> F, asf defmida, es una transformacidn 
lineal tal que A u = u' para todo u e S. En cuanto a la unicidad: sea 
B: E -» F cualquier otra transformacidn lineal tal que B u = u', para 
todo u e S; entonces, para cada u = u, e £ se tiene 


Bu = B(£ a f u i) = Z a i Bu i = S a i u i = Au ’ 
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por lo tanto, S = A . □ 

En virtud del Teorema 4.1, para definir una transformation li¬ 
neal A:R" -> R m basta seleccionar, para cada j = l . n, un vector 

Uj = ( a lj ,a 2j ,...,a mj ) e R m y decir que Uj = Ae } es la imagen del j- 
ésimo vector de la base canénica, e ] = (0,.... 1,....0)', por la transfor¬ 
mation lineal A. Asi, queda determinada la imagen A o de cualquier 

vector (xj.x n )eR".En efecto, se tiene v = x l e i + ••• + x„ e„, en- 

tonces 


Av = A 


;=l 


X 1 e j 


H x i Ae i 


1 


Z(°i; x )’ a 2^/ 

}=i 


••• > ®mj x /) 


' fi n n ' 

S°l/ */ - x ) - - > X) 

u=l i=l J 


o sea que 

A(x lt x 2 ,...,x„) = (pi,y 2 ,...,y m ), 

donde 


Vi ~ a ll x l + «12 x 2 + ••• + ain*n 
Vi = a 2I x l + °22 x 2 + •■ + a 2n x n 


ym - °ml X 1 + a m2 x 2 + — + O mn x „ • 

En resumen: una transformacidn lineal A:R" -> R m queda com- 
pletamente determinada por una matriz a = [ a i} ] e M(m x n). Los vec¬ 
tores columna de dicha matriz son las imågenes A-ej de los vectores 
de la base candnica de R n . La imagen A o de un vector arbitrario 
o = (x],, x„) e R n es el vector w = (yi,..., y m ) e R m , cuyas coorde- 
nadas son dadas por las ecuaciones (*) anteriores, en las que inter- 
vienen los vectores fila de la matriz a. 
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Se dice que a es la matriz de la transformation A relativa a las 
bases canonicas de IR" y R m . Se tiene 

171 

A ' e ) = Z a >7 e i 0 = 1. n >> 

i = l 

donde los e f estån en R n y los e ( en R m . 

En particular, la matriz de una funcional lineal <p: R n -> R es del 
tipo 1 x n , luego puede ser escrita simplemente como [ aj, a 2 ,..., o n ], 

donde aj =<p(e ; ). Para todo vector x = (xj,...,x n ) e R n se tiene en- 
tonces <p(x) = c^Xj + ••• + a n x n . 

En la situacion dual, una transformacidn lineal A:R->R' 1 es 
dada por la matriz n x 1, cuya unica columna es el vector v = A ■ 1 = 
(aj,, a n ). (La base candnica de R 1 =R tiene un linico elemento 
e 1 =1.) Asi', la transformacion lineal A:R -> R n queda completamente 
determinada por un unico vector u e R". Se tiene A t - t-v, para to¬ 
do te R. Evidentemente, lo mismo se puede decir de toda transfor- 
macidn lineal A: R F, sea cual fuere el espacio vectorial F: cono- 
ciendo u - A-l e F se tiene A t = t u^para todo t e R. 

Ejemplo 4.1. Si dim E = 1, todo operador A-.E -> E es del tipo A = a/, 
esto es, existe una constante a e R tal que Au = av para todo u e E. 
En efecto, sea u e E un vector no nulo. Entonces { u } c E es una ba¬ 
se: todo vector en E es multiplo de u. Luego, existe a e R tal que 
Au = au, Para cualquier otro vector u e E , tenemos v = ku por tanto 
Au - A(Xu) = XAu = Xau - a(Xu) = ao. 

Ejemplo 4.2. (Rotacidn de un ångulo 6 en torno del origen en 

R 2 ). Se trata del operador R: R 2 -+ R 2 , que lleva cada vector o en el 
vector Ru que resulta de v por la rotacidn de un ångulo 0 en torno 
del origen. La Fig. 4.1 deja claro que R(u + o) = R u + Ru. Es mås cla- 
ro aun que R(au) = aR u para u e R 2 y a e R, luego R es una trans- 
formacidn lineal. Para un vector o = (x.y) e R 2 arbitrario, sea R u = 
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(x',y'). Sabemos que x' = ax + by e y' = cx + d y y queremos deter¬ 
minar la matriz 

a b 
c d 

donde Rej = (a, c) y Re 2 = (b, d), con e : = (1,0) y e 2 = (0.1). 

Ahora, por las definiciones de seno y coseno, el vector unitario 
Re lt que forma con ej un ångulo 8, tiene coordenadas cos 8 y sen 8, 
es decir, Rej = (cos 8, sen 8). Ademås, como e 2 forma con e x un ån- 
gulo recto, Re 2 también forma con Rej un ångulo recto. Luego 
R e 2 = (-sen 8, cos 8). (Vea Fig. 4.2.) 



Figura 4.2 - Rotacion de un ångulo 0. 
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Por consiguiente, la rotaci6n R:R 2 -*R 2 lleva un vector u - 
(x,y) en el vector Ru = (x',y , ) 1 donde 

x' = xcosø - ysenø; 
y' = xsenø + ycosØ. 

La matriz de R relativa a la base canonica de R es 

cos 0 - sen 0 

sen 0 cos 0 

Ejemplo 4.3. (Proyeccidn ortogonal sobre una recta). La recta 
y = ax es el conjunto de puntos (x, ax) eR 2 , donde x varia en R. Ella 
es el subespacio vectorial de R 2 generado por el vector (1, a). Consi- 
deremos el operador P:R 2 ->R 2 que a cada u - (x, y) e R 2 le asigna 
el vector Pu = (x',ax'), cuyo extremo es el pie de la perpendicular 
bajada de u sobre la recta y = ax. (Vea Fig. 4.3.) 



Figura 4.3 • Proyectøn ortogonal sobre una recta. 


Queremos determinar x' en funcidn de x e y, lo que nos darå las 
coordenadas (x', ax') de Pv en funcion de las coordenadas de o. En el 
caso particular en que a = 0, la recta y = ax es el eje de las abcisas y 
la proyeccidn Pu es, simplemente, igual a (x.0). Las ecuaciones de la 


proyeccidn Psobre el eje horizontal son, por lo tanto, x' = x, y’ = 0. La 

. En el caso general, el 


matriz de P en la base candnica de R 2 es 


1 0 
o o 
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extremo del vector Pv es el vértice del ångulo recto en un tridngulo 
rectångulo cuyos otros vértices son el origen y el extremo del vector v. 
Por el Teorema de Pitågoras, tenemos 

(dist (y, 0)) 2 = (dist (Pv, O)) 2 + (dist (v,Pu)) 2 

luego 

x 2 + y 2 = (x') 2 + a 2 (x'f + (x-x'f + (y-axf . 

Supongamos x'*0. Desarrollando, simplificando y dividiendo 
ambos miembros entre x\ obtenemos (l + a 2 )x' = x + ay, de donde 

x + ay , 1 a 

x = - . -rr , entonces x' -- -- x + -s- y . 

1 + a Z 1 + a 2 1 + a 2 

El caso x' = 0 significa que u = (x, y) estå sobre la perpendicu- 
lar a la recta y = ax pasando por el origen. Ahora, la ecuacién de esa 
perpendicular es x + ay = 0, luego la expresién x'= (x + ay)/(l + a 2 ) 
establece x' en funcién de x e y en todos los casos. Vemos, en parti- 
cular, que la proyeccién P:R 2 -+R 2 es un operador lineal, cuya ma- 
triz en la base canbnica de R 2 es 

1 a ' 

1 + a 2 1 + a 2 

a a 2 

.1 + a 2 l + a 2 _ 

Ejemplo 4.4. (Reflexion respecto a una recta). Sea S: R 2 -> R 2 la 

reflexién respecto a la recta y = ax. Para todo v = (x, y) e R 2 la recta 
y = ax es la bisectriz del ångulo entre v y So y es perpendicular a la 
recta que pasa por v y Sv. Sea P:R 2 —>R 2 la proyeccidn ortogonal 
sobre la recta y = ax. La Fig. 4.4 muestra que, para todo u eR 2 , se 
tiene u + Su = 2Pu, es decir, que J + S = 2P, donde /:R 2 -> R 2 es el 
operador identidad. De lo que se deduce S = 2P-1. Usando el ejem- 
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pio anterior, concluimos que, para todo u = (x, y), se tiene entonces 
Su = (x',y'), donde 


l-o' 
1 + a 2 


-x + 


2a 
1 + a 2 


y' = 


2a 
1 + a 2 


1-a 2 

■x - -- r V 

1 + a 



Figura 4.4 - Reflexiin respecto a una recta 

EJjemplo 4.5. Como vimos anteriormente, el unico tipo de funcional 
lineal <p:R n ->R es de la forma (p(w) = a^ + ••■ + a„x„, para u = 
(x lt ...,x n ). Por otro lado, si E = C°([a,fa]) es el espacio vectorial de 
las funciones con ti nuas /:[a, b]-+ R, podemos definir la funcional li¬ 
neal <p: E -+ R poniendo 

«P(/) = £/(*)<** . 

Otro ejemplo de funcional lineal £ en £ consiste en fijar un punto 
c e [a,b] y definir, para cada / e £, $(/) = f(c). También en el cori- 

texto del espacio de funciones £ = C° ([a, b]), podemos definir un ope- 
rador lineal K: E -> £ del siguiente modo: fijamos una funcion conti- 
nua K:[a,b] x [a,b]->R, de dos variables, y a cada / e£ le asigna- 
mos la funcion g = K / e E dada por 

S(x) = J Q b K(x,y)/(y)dy . 
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Finalmente, tenemos el importante operador de derivacién D : 
C®(R) -*■ C®(R), definido por D/ = /' - derivada de /. Este puede tam- 
bién ser considerado, mås restringidamente, como un operador D: 
tP n -*£P„, donde 


D 


I 

Vi = 0 


a,x‘ 


2>i 

i = 1 


,1-1 


o, mås ampliamente, como una transformacion lineal D:C^(R) -+ 
C^'^R), para k > 0. 


Ejercicios 


4.1. Praebe que si A, B: E —> F son transformaciones lineales y a es 
un numero real entonces A + B y at. A, conforme fueron definidas en el 
texto, son transformaciones lineales. 

4.2. Sean R, P , S: R 2 -> R 2 respectivamente la rotacién de 30° res- 
pecto al origen, la proyeccidn ortogonal sobre la recta y = x/3 y la re- 
flexidn respecto a la misma recta. Dado el vector v = (2,5), determine 
los vectores Rv, Pv y Sv. 

4.3. Asigne V(erdadero) o F(also): 

Sea A :E~* F una transformacidn lineal. 

(E) Si v e E es tal que A v = 0, entonces v = 0. 

(p) Si Au> = Au + Av, entonces uj = u + o. 

(V) Si v es combinacidn lineal de Uj..... u m ; entonces Au es combi¬ 
nacidn lineal de A Uj..... A u m . 

(V) Si a, y, uj e E son colineales (i.e. estån en una misma recta), 
entonces Au, Av y Aw son colineales. {Vea Ejercicio 2.1.) 

4.4. Sea A : R 2 -> R 2 la proyeccidn sobre el eje x, paralelamente a la 
recta y~ax (a* 0). Esto significa que, para todo u = (x, y), se tiene 
Av~ (x', 0), tal que v- Av pertenece a la recta y = a x. Exprese x' en 



Stcdén 4 


Trensformacionøs Linealøs 


53 


funcidn de x e y , y escriba la matriz de A relativamente a la base ca- 
ndnica de IR 2 . 

4.5. Dados los vectores ^ = (2,-1), u 2 = (i,l), u 3 = (-l,-4), ^ = (l, 3), 
v 2 = (2, 3) y u 3 = (-5, - 6), decida si existe o no un operador lineal A: R 2 
->R 2 tal que Au t = u lt Au 2 = u 2 y Au 3 = v 3 . La misma pregunta con 
u 3 = (5,-6) y con u 3 =(5.6). 

n O 

4.6. La expresién general de un operador lineal A:R ->R es 
A(x, y) = (ax + b y, cx + dy). Determine las constantes a, b, c y d de 
modo que A transforme los vectores u = {1, 2) y v = (3,4) en los vecto¬ 
res Au - (1.1) y Av = (2,2). 

4.7. La expresion general de una funcional lineal /: R -> R es 
f(x,y,z) = ax + by+ cz. Dados los vectores u = (l,2,3), u = (-l,2,3) 
y w = (1, - 2, 3), determine a, 6 y c de tal modo que se tenga f(u) = 1, 
f(v) - 0 y /(to) = 0 . 

4.8. Sea A;R 2 -» R 2 el operador lineal definido por A(x, y) = (5x + 
4y, - 3x - 2y). Encuentre vectores no nulos u = (x, y) y u ~ (s, t) tales 
que Au-u y Au = 2o. ^Son unicas las soluciones? ^Serd posible en- 
contrar ut * 0 en R 2 con Aio = aio, donde a/lya*2? 

Q 

4.9. Dé las expresiones de tos funcionales lineales /, g, h : R -> R 
que forman la base dual en (R 3 )* de la base {11,0,10} c IR 3 , donde 
u = (1,1,1), o = (1, -1,1) y tu = (1,1, -1). (Vea el Ejercicio 4.20.) 

4.10. Se tiene una transformation lineal A: R 2 -> R 3 . Se sabe que 
A(—1,1) — (1,2,3) y A(2,3) = (l,l.l). Se pide la matriz aeM(3* 2) 
de A relativa a las bases canonicas de R 2 y R 3 . 

4.11. Pruebe que una transformacién lineal A;E-> F transforma to¬ 
do conjunto convexo C c £, en un conjunto convexo A(C) c: F-. 
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4.12. Determine la expresién del operador lineal A:R 2 -* R 2 , sa- 
biendo que, para todo o = (x, y), el segmento de recta determin ado por 
y y A y = (x', y') es horizontal y tiene su punto medio en la recta y = x. 
iCuål es la imagen del eje vertical por el operador A? 

4.13. Pruebe que los operadores lineales £ n , E 12 , E 21 , E 22 :R 2 -> R 2 , 
definidos por E u (x,y) = (x,0), E 12 {x,y) = (0,x), E 21 (x,y) = (y.oj, 
£ 22( x -y) = (0iy). constituyen una base del espacio vectorial _Z’(R 2 ). 

Demuestre también que otra base de este espacio puede formarse con 
los operadores A, B, C, I, donde A(x, y) = (x + 3y, y), B{x, y) = (x, 0), 
C(x,y) = {x + y,x-y) e /(x, y) = (x, y). 

4.14. Verifique que las funciones definidas en los Ejercicios 3.32 y 
3.33 son funcionales lineales. 

4.15. Sea A :E-> F una transformacion lineal. 

(a) Si los vectores Auj, ... , F son L.I., pruebe que Uj, ... , o m 

€ E también son L.I. 

(b) Si F - £ y los vectores Av j, ... , Av m generan £, demuestre que 
y lt ...,y m generan £. 

(c) iSe cumplen las recfprocas de (a) y (b)? ^Seria (b) verdadera con 

F*E? 

4.16. ^Cudles de las siguientes transformaciones son lineales? 


(a) 

A:R 3 ->R 3 , A(x,y,z) = (*,2»,2»). 


(b) 

^•‘R 3 R 3 » A(x, y, z) = (3x,a,5z), donde ael 

(c) 

A: R 4 R 3 , A(x. y, z. io) = (x-ui,y- 

tu.x + z). 

(d) 

A:M(nxn)->R", A([a (J ]) = (a u .a 2 2 

. a nn)- 

(e) 

A:C Q0 (R)-> C“(R), A / = 3/" - 2/' +1. 
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(f) A:M(2 x 2) -» R, A 

\ 


a 

c 



ad-bc. 


4.17. Sean A: E -*• F una transformacién lineal yE'cE, F'rF sub- 
espacios vectoriales. Pruebe que A(E') = { Au; ue£'} es un subespa- 
cio de F y A" 1 (£') = {ueE;AweP} es un subespacio de E. Si V c £ 
y W c F son variedades afines, pruebe que los conjuntos A(V)cF y 
A _1 (W) c: £, definidos anélogamente, también son variedades afines. 

4.18. En el ejercicio anterior, pruebe que si E' tiene dimensién finita 
entonces dim A(E') es finita y dim A(E') < dim £'. Dé un ejemplo de un 
operador no idénticamente nulo A: R 2 -> R 2 y un subespacio £' c R 2 tal 
que dim A(E') < dim £'. Pruebe también que si £ y P tienen dimen- 
sién finita y A es sobreyectiva entonces dim A -1 (P) > dim £'. Dé un 
ejemplo en que A * 0 y dim A“'(F') > dim P. Dé también un ejemplo 
(con dim £ = x>) en el cual dim P es finita, pero dim A *(P) = <*>. 

4.19. Dados los espacios vectoriales £, F, demuestre que J?(E;F) es 
un subespacio vectorial de (£; F). (Vea Ejercicio 1.15.) 

4.20. Sea V = { Oj,..., o n } una base del espacio vectorial £. Para cada 

i = 1, 2.n, sea /,:£-> R la funcional lineal determinada (conforme 

al Teorema 4.1) por las condiciones / ; (u f ) = 1, / ( = 0 si j * i. Pruebe 
que { f \,..., /„ } es una base de £* =-/’(£; R) (llamada la base dual 

de la base V0- Demuestre que se tiene / f (o) - x ( para todo o = x 5 + 
- + x n u n e E. 

4.21. Sea /:R 2 -► R una funcional lineal. Sabiendo que /(l .l) = 3 y 
/(2,3) = 1, calcule /(1,0) y /(0,1). 

4.22. Sea A: R 2 -> R 2 el operador lineal dado por A (x, y) = (a x + b y, 
cx + d y), con ad - bc * 0. Demuestre: 

(1) Para todo o *■ 0 en R 2 , se tiene A v * 0. 
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(2) Toda recta R cz R 2 (variedad afin de dimension 1) es trans¬ 
formada por A en una recta. 

(3) A transforma rectas paralelas en rectas paralelas. 

4.23. Determine a de modo que las rectas perpendiculares en F 2 , de 
ecuaciones y = ax e y = — x/a, sean transformada's en rectas perpen¬ 
diculares por el operador lineal A: R 2 -> R 2 , dado por A(x, y) = (2x + 
3y, x - 2y). 

4.24. Dados E, F, espacios vectoriales de dimensidn finita, sean los 
vectores u 1> ... , u m e £ y u> lt ... , w m e F. Para que exista una trans- 
formacidn lineal A : E —> F con Aoj = u>j, ... , Av m = w m , es necesario 
y suficiente que, para toda combinacion lineal nula aj ^ + ••• + 
a m v m - 0, secumpla aj w l + ••• +a m u; m = 0. 

4.25. Sea u un vector no nulo de un espacio vectorial £, de dimensidn 
finita. Dado cualquier espacio vectorial F * { 0 }, demuestre que existe 
una transformacidn lineal A : £ F tal que A u * 0. 

4.26. Sea £ un espacio vectorial de dimensidn finita. Dada una base 

F ~ { h . fn } c £*. pruebe que existe una base { uj. v n } c £ 

de la cual Fes dual. (Vea Ejercicio 4.20.) 

4.27. Sea Y un conjunto de generadores del espacio vectorial £. Si las 
transformaciones lineales A. B-.E -> F son tales que Aw = Bw para 
todo w e Y, pruebe que Au = Bv para todo veE. 

4.28. Sea X = { v x .u ra }un conjunto L.I. en el espacio vectorial £, 

de dimensidn finita. Dados arbitrariamente los vectores w lt ... , w m 
en el espacio vectorial F, pruebe que existe una transformacidn lineal 
A-.E-+F tal que Auj =1 ^,..., Au m =w m . A es unica si, y sdlosi.X 
es una base de £. 
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4.29. Una transformation T:E-»F, entre espatios vectoriales, se 
llama afin si T((1 -1 )u + 1 u) = {1 -1)7u + tTv para cualesquiera 
u , v e E y t e IR. Dada la transformacién afin 7: E -» F, pruebe: 

(a) Toda variedad afin V c £ es transformada por T en una varie- 
dadafmV'cF. 

(b) Si 7 0 = 0 entonces, escribiendo ao = (l-a)0 + ao, resulta 
que 7 (a u) - a • 7 u para cualesquiera a e R, v e E. 

(c) Si, ademés, 7-0 = 0, la relation 7^(u + o)| = -^(7 u + Tv) im- 
plica 7 (u +1>) = Tu + Tu para cualesquiera u, v e £. 

(d) Para todo beF, la transformacién S: E -» F, definida por Sv - 
Tv + b también es afin. 

Concluya que 7: £ -> F es una transformacién afin si, y sélo si, 
existen AeJ!(E;F) ybe F tales que Tu=Av+b para todo oéE. 

4.30. Sea H c R" un subespacio vectorial de dimensién n -1. Tome 
una base V = { Uj,..., u n } cz R n cuyos primeros n -1 vectores formen 

una base de H y considere la base dual { f \..... f n } c (R n j* de la ba¬ 
se V, conforme al Ejercicio 4.8. Pruebe que oeH si, y solamente si, 
/ (u) = 0. Deduzca que existen numeros no todos nulos a 1 ,,a n e R 

con la siguiente propiedad: el vector v - (xj.x n ) e R n pertenece a 

H si, y sélo si, a x x : + ■■■ +a n x n = 0. {Todo subespacio vectorial de 

R n con dimension n -1 es un hiperplano, es decir, es el conjunto de 
las soluciones de una ecuacién lineal homogénea no trivial.) 
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El producto de transformaciones lineales, que introduciremos en esta 
seccién, es un ejemplo objetivo de una estructura algebraica que pre¬ 
senta variados e interesantes hechos, no encontrados en las operacio- 
nes con numeros o vectores. 

Dadas las transformaciones lineales A.E-tF, B: F-» G, tales 
que el dominio de B coincide con el contradominio de A, se define el 
producto BA: E -»G poniendo, para cada ve E, (BA)o = B(Av), 



Se ve inmediatamente que BA es una transformacidn lineal. 
Obsérvese también que B A no es mås que la compuesta, B o A, de las 
funciones B y A. Se sigue, entonces, de los principios generales que, si 
C: G — > H es otra transformacidn lineal, se cumple la 

Asociatividad: (CB)A = C (BA). 

La linealidad tampoco es necesaria para probar que, dadas 
A:£->FyB,C:F->G,se tiene la 

Distributividad a izquierda: (B + C)A = BA + CA, que se deduce 
simplemente de la definicidn de B + C. 
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Usando la linealidad de C: F -> G, se ve que, dadas A, B: £ -> F, 
se cumple la 

Distributividad a derecha: C(A + B) = CA + CB. 

En efecto, para todo u e £, se tiene 

[C(A + B)]u = C[(A + B)u] = C(Au + Bu) = C(Au) + C(Bu) 

= (CA)u + (CB)u = (CA + CB)o. 

Ejemplo 5.1. Sean /, g, h : R -> R definidas por f(x) = x , g(x) = x +1 
y h(x) = x 2 . Entonces [lio(/ + s )](x) = 4x z +4x + l; por otra parte, 
[(h°/) + (fi°g)](x) = 2x 2 + 2x + 1, luego h°(/ + g) * h°f + h°g. Es¬ 
to resulta porque h no es lineal. 

Otra consecuencia de la linealidad de B es la 

Homogeneidad: B(aA) = a(BA), vålida para cualesquiera a e R, 
A:£-+F y B: F -*G. 

Evidentemente, dada A:E->F, se tiene AI E = A = /pA, de 
modo que las aplicaciones identidad I e :E->E, J f :F->F son ele¬ 
mentos neutros para la multiplicacién, cada una de ellas del lado 
apropiado. 

Diferencias notables entre el producto de transformaciones li¬ 
neales y el producto de numeros reales son las ausencias de la con- 
mutatividad, de la ley de cancelacién y de la inversa multiplicativa 
para una transformacién * 0, ademås de la presencia de transforma- 
ciones nilpotentes, para las cuales se tiene A n = 0 con A * 0. Se debe 
también mencionar la restriccién de que el producto B A sélo estd de- 
finido cuando A toma valores en el dominio de B. Esta restriccion de- 
saparece, naturalmente, si se trata de operadores lineales en el mis- 
mo espacio E: entonces el producto BA estå definido cualesquiera 
quesean A, B eJ?(E). 
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Ejemplo 5.2. Sean P, R: R 2 -> R 2 , respectivamente, la proyeccidn or¬ 
togonal sobre la recta y = x y la rotacién de un ångulo de 90° en tor¬ 
no del origen. Entonces, para todo v = (x, y) e R 2 , se tiene Pv = i (x + 
y, x + y), Ru = (-y, x). Se sigue que 

RPu = £(-x-y,x + y) 

y 

PRu = l( x -y,x-y). 

Por tanto; RPv * PRu para todo v, excepto para v = (0,0). Observe 
que bastaria RPv* PRv para un unico u, a fin de tener RP z PR. 

Ejemplo 5.3. Sea P : R 2 —> R 2 la proyeccidn ortogonal sobre una cier- 
ta recta r. Para todo u sobre la recta r, se tiene Pu = u. Asf, para cual- 
quier v e R 2 , se tiene PPu-Pu, pues Pv esté sobre r. En otras pa- 
labras, se cumple PP = P, es decir PP = P/, pero P*/. Asf, no es 
permitido cancelar el factor P a izquierda, en ambos miembros de la 
igualdad PP = PI. Se sigue que no existe Q (R 2 ), tal que QP = /. 
En efecto, si un tal operador Q existiese, de PP = P concluin'amos 
QPP - QP, esto es, IP = /, de donde P = /. 

Ejemplo 5.4. Sean P, Q: R 2 —► R 2 proyecciones ortogonales sobre dos 
rectas en el plano, una de las cuales es perpendicular a la otra. Todo 
vector v e R 2 es la diagonal de un rectdngulo que tiene Pu y Qv como 
lados. (Vea Fig. 5.1.) 



Figur* 5.1. 
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Se sigue entonces que u=Pu+Qu para todo u e R 2 , es decir, 
p + Q = / y Q-I-P. Por lo tanto PQ = P(I - P) = P-P 2 = P-P = 0. 
Obtenemos asi dos operadores no nulos P, 0 con PQ = 0. Es posible 
igualmente que un operador no nulo A e X (R 2 ) cumpla A 2 = 0. Bas¬ 
ta poner A(x, y) = (x - y, x - y). 

Un operador A se llama nilpotente si, para aigun n e N, se tiene 
A n = 0. Un ejemplo significativo de operador nilpotente es la deriva- 
cién D : £P n ->ZP n . Para todo polinomio p de grado < n se tiene 
D n+1 p = 0,luego D" +1 =0. 

Ejemplo 5,5. Si R a , Rp : R 2 -»R 2 son rotaciones en torno del origen 
con ångulos ay p respectivamente, entonces R a • f?p = P a+ p. (Como 
puede verse geométricamente en la Fig. 5.2 o usando las fdrmulas de 
cos(a + P) y sen (a + p)). Si S: R 2 -> R 2 es la reflexidn respecto de una 
recta, entonces S S-I. Esto se sigue de la expresidn S = 2P~ I, te- 
niendo en cuenta que P P - P, y puede verse geométricamente (con 
mås facilidad). 


R a P,j w = R a+( j o 



Ejercicios 

5.1. Verifique explfcitamente que el producto BA de transformacio- 
nes lineales es también una transformacidn lineal. 
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5.2. Considere los operadores lineales R, S, P-. R 2 -+ R 2 , donde R es 
la rotacidn de 30° en tomo al origen, S es la reflexidn respecto de la 
recta y = 2x y Pes la proyeccidn ortogonal sobre la misma recta. 

(i) Pruebe que PS-SP = P. 

(ii) Verifique la igualdad RSR = S. 

(iii) Pruebe que R no conmuta con S ni con P. 

(iv) Determine todos los vectores v tales que PRv-0 y RPv*0. 

5.3. Dado el operador lineal A: E —» E , sea N el conjunto de vectores 
ve E tales que Av = 0. Pruebe que N es un subespacio vectorial de £. 
Demuestre que A 2 = 0 si, y sdlo si, para todo ve E se tiene Av e N . 

5.4. Sean R, R' : R 2 -> R 2 respectivamente las rotaciones de los ån- 
gulos 0 y 9' en torno al origen. Partiendo de que el producto RR' es 
la rotacidn del dngulo 0 + 0', use el Ejemplo 4.2 para obtener las fdr- 
mulas clåsicas cos (0 + 0') = cos 0 - cos 0' - sen 0 • sen 6' y sen(0 + 0') = 
sen 0 • cos 0' + sen 0' • cos 0. 

5.5. Sea A-.E^E un operador nilpotente. Pruebe que existe en E 
aigun vector u ^ 0 tal que Av = 0. 

5.6. Dados los operadores A,B. R 2 R 2 dados por A(x,y) = (x + y.0) 
y B(x, y) = (-y, x), obtenga las expresiones de los operadores A + B, 
AB, BA, A y B 2 . Describa geométricamente esos cinco operadores. 
(Ejemplo: A es la proyeccidn sobre el eje x paralelamente a cierta rec- 
ta.(iCuål?» 

5.7. Sea A R 3 -> R 3 dado por A(x , y, z) = (oy + bz , cz. 0). Pruebe que 
A=0. 

5.8. Sean A, B,C, D: R 2 -» R 2 los operadores dados por A(x,y) = (x,0), 

B(x, y) = (-y, x), C(x, y) = (0, y) y D(x, y) = (y, - x). Determine el ope¬ 
rador A BCD. 
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5.9. Considere los operadores A:R 2 ->R 3 y B:R 3 ->R 2 definidos 
por: A(x,y) = (x,y,x + y) y B(x,y,z) = (ax + (a-l)y + (l-a)z, bx + 
(l-b)y + bz). Determine el operador BA:R 2 ->R 2 . 

5.10. Dado el operador A:R 2 -*R 2 , con A(x,y) = (3x-2y,2x + 7y), 
encuentre un vector no nulo v = (x, y) tal que Av = 5u. 

5.11. Sean A, B : E -> E operadores lineales. Suponga que existan vec- 
tores u,u e£ tales que Au y Au sean L.D. Pruebe que BAu y BAv 
son L.D. Pruebe también que si la dimensién de £ es igual a 2 enton- 
ces ABu y ABv son L.D. (Sugerencia: siuyy son L.D. el hecho es 
obvio. Caso contrario, u y u forman una base de £. Exprese Bu y Bv 
en términos de esa base y después aplique A.) 

5.12. Sean A, B: R 3 -> R 3 definidos por A (x, y, z) = (x, y, 0) y B(x, y, z) 
= (x + z, y, 0). Obtenga vectores u,ueR 3 tales que Au y Av sean L.D. 
aunque ABu y ABv sean L.I. 

5.13. En el espacio vectorial £P de los polinomios, considere los ope¬ 
radores lineales D, A:£P -> £P de derivacién (Dp(x) = p'(x)) y multi- 
plicacién por x (A p{x) = x p(x)), respectivamente. Determine DA- AD. 

5.14. Sea A:R 2 -> R 2 el operador lineal definido por A(x. y) = (ax + by, 
cx + dy). Verifique que A 2 - (a + d) A = (bc - ad) I. Use esta igualdad 
para probar que, si ad -bc * 0, existe un operador lineal B:R 2 -> R 2 
tal que BA = AB = /. 

5.15. Sea C (A) el copjunto de los operadores lineales X: £ -» £ que 
conmutan con el operador A & Jl (£) (esto es, A X = X A). Demuestre 
que C(A) es un subespacio vectorial de X (£) y también que X, Y 
eC(A) => XYeC(A). 

6.16. Sea A:R 2 ^R 2 un operador lineal que no es de la forma al. 
Pruebe que: 

(a) Existe w e R 2 tal que {u>,Aiu-iu}cR 2 es una base. 
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(b) Si P: F 2 R 2 es el operador que a cada v = xw + y(Aw - w) e R z 
leasigna Pv-xw, entonces AP* PA. 

Concluya que los unicos operadores lineales en R 2 , que conmu- 
tan con todos los demås, son los de la forma a / . 

5.17. Generalice el ejercicio anterior para cualquier espacio vectorial 
de dimensién finita (mayor que 1), en vez de IR 2 . 

5.18. Sean A -.E-* F una transformacién lineal y B:F E una fun- 
cién tal que AB = lp y BA = Ip. Demuestre que B, es una transfor¬ 
macién lineal. 

5.19. Sea E un espacio vectorial de dimension n. Para cualquier k = 
2,...,n, exhiba un operador lineal A:E-*E tal que A k = 0, pero 
A ; * 0 si j <k. 

5.20. Sean A, P-.E —> E operadores lineales no nulos tales que AP = 
0. Pruebe que existen vectores diferentes de cero u * u con Au = Av. 

5.21. Sean A: R 2 -> R 2 un operador lineal y P-. R 2 -» R 2 la proyeccién 
ortogonal sobre una recta r (pasando por el origen). Pruebe que las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) Para todo v e r se tiene Av e r, 

(b> PAP = AP. 

5.22. Sea X: F G una transformacién lineal tal que X to * 0 para 
todo u>*0 en F. Pruebe que si A,B €_£(£; F) cumplen XA = XB 
entonces A = B. 

5.23. Sea X\E-*F una transformacién lineal con la siguiente pro- 
piedad: para cada w e F existe (por lo menos) un vector v € £ tal que 
Xv = w. Suponga que A, B eJ?(F;G) cumplen la igualdad AX = BX. 
Demuestre que A = B. 

5.24. Sean A, B-. E -> F transformaciones lineales tales que, para to¬ 
do operador lineal X: F -> F, se tiene X A = X B . Pruebe que A = B. 
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En esta secciån examinaremos la posibilidad de que una transforma¬ 
cidn lineal admita o no una inversa. Veremos que esto esta asociado a 
la existencia y unicidad de la solucion de un sistema de ecuaciones li¬ 
neales. Presentaremos el concepto de isomorfismo, que permitirå dar 
un significado preciso a la afirmacion de que dos espacios vectoriales 
de la misma dimension son algebraicamente identificables. Todo co- 
mienza con el nucleo y la imagen de una transformacidn. 

A toda transformacidn lineal A : E -» F estån asociados dos sub- 
espacios vectoriales indispensables para estudiar el comportamiento 
de A: el nucleo de A, que es un subespacio de E; y la imagen de A, que 
es un subespacio de F. 

vLa imagen de A es el subcortjunto Im(A) c F, formadp por to¬ 
dos los yectores w = Av e. F que son imågenes de elementos de E ppr 
4a trattsforønaeién A. 

La nocion de imagen tiene sentido para toda funcidn A: E -> F, 
lineal o no. Si A es lineal, entoncesf^m(A) es un subespacio vectorill 
dej§ como se ve fåcilmente. 

Si Iin(A), F, se dice que la transformacidn A es sobreyectiva / 
Esto significa que, para cualquier w e F dado, existe o e E tal que 
Av~w. 

Sea X c E un conjunto de generadores del espacio vectorial E. 
La imagen de la transformacidn lineal A: £ -> F es el subespacio vec¬ 
torial de F generado por los vectores Av, o e X. En particular, A es 
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sobreyeetiva si, y solamente si, transforma X en un conjunto de gene- 
radores de F. Si u 1 , ... , v n generan £, los vectores Ai^, ... , Av n gene¬ 
ran Im(A). Se sigue que la dimensidn de Zm(A) es menor o igual 
que la dimensidn del dominio de A. Posteriormente precisaremos mås 
este hecho.(Vea Teorema 6.6.) 

Etfemplo 6.1. Dado un sistema lineal de m ecuaciones con n inedgni- 
tas 


G 11 X 1 + a 12 x 2 + ••• + 0\n x n = ^1 
a 21*l + a 22 X Z + "* + °2n x n = b 2 

a m l*l + a m2 x 2 + ••• + a mn x n = b m , 

sea A:R n -»• R m la transformacidn lineal cuya matriz en las bases 
candnicas de R n y R m es a = [cfyj. Esto significa, como sabemos, que 
para j - 1 ,..., n, los vectores 

m 

Vj = Ae, = Ia ye< = ( ai) ,a 2 , .a m; ) e R"> 

(=1 

son los vectores coiumna de la matriz a. En términos de la transfor¬ 
macidn lineal A, el sistema anterior puede interpretarse como el pro 

blema de hallar un vector x = (x, .x„) e R" tal que Ax = b, don- 

de b = (bi,..., b m ). Por lo tanto, el sistema admite solucidn si, y so¬ 
lamente si, el vector b pertenece a la imagen de la transformacidn li¬ 
neal A, lo que equivale a decir que los conjuntos {o lt ...,o n } y 
{ Ul,..., u„, b } generan ambos el mismo subespacio Zm(A). 

Ejemplo 6.2. Una funcional lineal f:E—>R es sobreyeetiva o es 
igual a cero, pues { 0 } y R son los unicos subespacios vectoriales de R. 
La derivacidn D:C fc (R)^C fc_1 (R) es sobreyeetiva; lo mismo sucede 
con el operador D:C c0 (R)->C“(R) y con la transformacidn lineal 
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D: ZP n -» Si P:R 2 -> R 2 es la proyeccion ortogonal sobre una 

recta r, la imagen de Pes dicha recta r. 

Se dice que una transformacidn lineal B:F -» £ es una inversa 
a derecha de la transformation lineal A:E->F, si AB-I F , Esto es, 
cuando A(Bw) = w, para todo to e F. 

Teorema 6.1. Para que una transformacidn lineal A-.E-+F, entre 
espacios vectoriales de dimension finita, tenga una inversa a derecha 
B e -Z?(F; E) es necesario y suficiente que A sea sobreyectiva. 

Demostracion: Si A admite una inversa a derecha B: F -> E entonces 
para todo w e F se tiene A (B tu) = ui , luego io = A • u , donde u = B ■ w , y A 
es sobreyectiva. (Aqux no se usa la linealidad de A, y tampoco la fini- 
tud de las dimensiones de £ y F). Supongamos, en seguida, que A sea 
sobreyectiva. Con el propdsito de definir una transformacidn lineal 
B:F->E con A(Bto) = io para todo tu e£, tomaremos una base 

= . w m } cz F. Como A es sobreyectiva, podemos escoger 

vectores u lt ... , u m e £ tales que Auj = w lt ... , Av m =w m . Por el Teo¬ 
rema 4.1, se tiene que existe una transformacidn lineal B : F -> £ tal 
que Bui] ~ Oj, ... , Bw m = v m . Afirmamos que, para todo to e£, se tie¬ 
ne A(Biu)= io. En efecto, siendo S una base, podemos escribir 
to = Pi tOj + ■•• + to m , por lo tanto 

A(Bw) = A(Pj Btoj + + p m Bto m ) 

= A(p 1 u 1 + - + p m u m ) 

= p! Auj + ■■■ + p m Ao m 

= + Pm w m = «>• □ 

Ejemplo 6.3. Una transformacidn lineal sobreyectiva A: £ -> F pue- 
de admitir mås de una inversa a derecha B: F -> £. Un ejemplo sim¬ 
ple es dado por la transformacidn lineal A:R 3 ->R 2 , dfefinida por 
A(x,y,z) = (x,y). Fijados arbitrariamente a.beR, la transforma- 
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cidn lineal B:F 2 -» R 3 , definida por B(x, y) = (x, y, ax + by), es una 
inversa a derecha para A. Variando los numeros oyb, obtenemos in- 
finitas posibilidades para B. 

Ejemplo 6.4. Una inversa a derecha de la derivacidn D: +] -> <P n 

es la transformacidn lineal J: tP n -► <7> +1 ; que a cada polinomio 
P( x ) = °o + a l x + "■ + a n x "> de grado < n, le asigna el polinomio 

Jp(x) = a 0 x + ^-x 2 + - + ^~x n+1 . 

c n + 1 

de los vectores ve £ tales que A o - 0. Usaremos la notacién N{A) 
para representar al micleo de A. Es fåcil ver que JV(A) es un slibes- 
pacio vectorial de E. 

\Una transformacidn lineal A :E —> F se llåma inyectiva si v*v' 
en £ => Au* Av’ en F. Equivalentemente: Av~ Av' => u = u'. Esta 
nocidn tiene sentido para cualquier fimcidn A:E-*F, sea ella lineal 
o no. En el caso lineal, el teorema siguiente simplifica la verificacidn 
de la inyectividad. 

Teorema 6.2. Una transformacidn lineal A:E->F es inyectiva si, y 
solo si, su nucleo N(A) tiene como unico elemento al vector nulo. 

Demostracidn: Sea A inyectiva. Entonces V e N'(A) => A u = 0 = A • 0 
=> u = 0, luego N{A) - {0}. Reciprocamente, sea N(A) = {0}; entonces 
Av = Au' => A(v - u') = Au - Au' = 0 ^ v-u'eN(A) => u~u’ = 0 =» u = v', 
luego A es inyectiva. □ 

Teorema 6.3. Una transformacion lineal es inyectiva si, y solo si, 
lleva vectores L.I. en vectores L.I. 

Demostracidn: Sea A:£-+ F una transformacidn lineal inyectiva. 
Si los vectores v 1 ,..., v n e E son linealmente independientes, vamos a 
probar que sus imågenes Auj, ... , Au n son vectores linealmente in¬ 
dependientes en F. En efecto, si dj Auj + +a n Au n =0 entonces 
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A(aj U! + ••• + ot n u n ) = 0, luego a, U| + ••• + a n u n = 0 pues A es inyec- 
tiva. Como los Uj,..., v n son L.I., se sigue que 04 = • • = a n = 0, por lo 
tanto los Av lf ... , Au n son L.I. Redprocamente, si la transformadén 
lineal A -. E -» F lleva vectores L.I. en vectores L.I., entonces u * 0 en 
£ => {o} L.I. => { Au} L.I. => Au*0, por tanto Af(A) = {0} y A es 
inyectiva. □ 

Se sigue de este teorema que si E tiene dimensién finita n y 
A: E -» F es una transformadén lineal inyectiva entonces dim F > n. 

3 

Asf, por ejemplo, no existe una transformacién lineal inyectiva de R 
enR 2 . 

Teorema 6.4. Sea A :E~+ F una transformacién lineal. Para todo 
b e Zm(A), el conjunto V = { x e£; Ax = b } formado por las solucio- 
nes del sistema lineal A x = b, es una variedad aftn en E, paralela al 
nucleo Af(A). 

Demostracién: Sea x 0 g V, es decir, tal que A x 0 = b . Afirmamos que 

V = xq +N(A). En efecto, v eAf(A)=> A(x 0 + u) - Ax 0 + Au = b + 0 
= b=>x 0 +ueV, luego x 0 + .Af (A) c V . Recfprocamente, 

xeV x = x 0 +(x-x 0 ) = x 0 +u 

11 

b = Ax = A(x 0 +u) = Ax 0 + Au = b + Au 

11 

b = b + Av 

11 

Au = 0 

11 

X = x 0 4- U e Xq + Af (A) , 
por consiguiente V c x 0 +Af(A). □ 

Observacién: Geométricamente, el Teorema 6.4 significa que el es* 
pacio vectorial £ se expresa como una reunién de låminas paralelas 

V - x 0 + Af(A), cada una de las cuales es una variedad afin que se 
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transforma por A en un unico punto b e lm(A) que, naturalmente, 
varia cuando se pasa de una låmina a otra. (Ver Fig. 6.1.) 




Figura 6.1. 


Algebraicamente, el Teorema 6.4 signifiea que, para cualquier 
b e lm(A), todas las soluciones x e £ del sistema lineal Ax = b se ob- 
tienen asl: se halla una “solucién particular” x 0 del sistema y la solu- 
ci6n general x = Xq + v es la suma de esa solucién particular con la 
“solucién general u del sistema homogéneo asociado” Ax = 0. Natural¬ 
mente, v es un elemento cualquiera del nucleo de A. Si b elm(A) 
entonces, evidentemente, el sistema = b no tiene solucién. 

E^emplo 6.6. El nucleo de una rotacion o de una reflexién en el plano 
R se reduce a {0}. El nucleo de la proyeccién ortogonal P: 
sobre la recta r es la recta que contiene al 0 y es perpendicular a r. El 
nucleo de la derivacién D: C^(R) —> C^~^(R) es el subespacio unidi- 
mensional de C fr (R) formado por las funciones constantes. El nucleo 
de una funcional lineal no nula <p:E -> R es un hiperplano H c £. 

Sean A-.E->F y transformaciones lineales. Se dice 

que B es una inversa a izquierda de A, si BA~l E , es decir, cuando 
B(Av)= v para todo v e E. 
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Ejemplo 6.6. Sea A: R 2 -> R 3 definida por A(x, y) = (x + 2y, 2x + 3y, 
3 X + 4 y). La transformacion lineal B: R 3 -» IR 2 , dada por 

B(x,y,z) = (-3x + 2y, 2x - y), 

cumple la relacion 

B(A(x,y)) = B(x + 2y, 2x + 3y,3x + 4y) 

= (- 3 (x-t- 2 y) + 2 ( 2 x + 3y),2(x + 2y)-(2x + 3y)) 

= (*.y) 

para cualquier (x, y) e R 2 . Luego, B es una inversa a izquierda para 

A. 

Ejemplo 6.7. Una transformacién lineal puede admitir infinitas inver¬ 
sas a izquierda. Por ejemplo, consideremos A:R 2 ->R 3 definida por 
A(x,y) = (x,y,0). Para cualesquiera a,b e R, la transformacién li¬ 
neal B:R 3 -> R 2 , dada por B(x, y, z) = (x+ az, y + bz) es una inversa 
a izquierda de A; puesto que B A (x, y) = B (x, y, 0) - (x, y), para todo 
(x,y) e R 2 . 

Teorema 6.5. Sean Ey Fespacios vectoriales de dimension finita. La 
transformacion lineal A-.E->F tiene inversa a izquierda si, y sélo si, 
es inyectiva. 

Demostracion: Sea B-.F-+E inversa a izquierda de A. Entonces 
Au = Av => u = B(Au) = B(Av) = v, luego A es inyectiva. Reciproca- 
mente, supongamos que A sea inyectiva. A fin de obtener una inversa 
a izquierda B para A, tomemos una base {uj.u„ } c= E. Por el Teo¬ 

rema 6.3, los vectores Ao lt ... , Av n e F son L.I., luego podemos en- 
contrar vectores uij,..., e F tales que 

{ Auj. Av n ,w l . w k } c F 

sea una base (Teorema 3.4). Por el Teorema 4.1, para definir la trans- 
formacién lineal B : F-> E, basta especificar sus valores en los elementos 
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de ésta base. Pondremos ... , B(Au n ) = o„, Bw r =0, ... , 

Bw k = 0. Dado cualquier u e E, se tiene v = a x uj + ••• + a n u„, luego 

BAv = B(<xj Auj + ••• + a n Au n ) 

= aj BAV\ + ••• + a n BAv„ 

= ajyj + ••• + a n u„ = v, 

por lo tanto, B es una inversa a izquierda de A. □ 

Una transformacién lineal A: E F se llama inveraible cuando 
existe B:F->• £ lineal tal que BA = I E y AB = I F . Esto es, si B es in¬ 
versa a izquierda y a derecha de A, a la vez. 

En este caso, se dice que B es la inversa de A y se escribe B = A _1 . 

Para que una transformacién lineal sea inversible, es necesario 
y suficiente, que sea inyectiva y sobreyectiva. Se dice, entonces, que A 
es una biyeccion lineal entre £ y F o, mås apropiadamente, que 
A: £ -+ F es un isomorfismo y que los espacios vectoriales £ y F son 
isomorfos. 

SiA:£-»FyB:F-»G son isomorfismos, entonces A' 1 : F -> £ 
y BA-.E ->G también son isomorfismos. Se tiene (BA)" 1 = A -1 B -1 y, 
para a*0, (aA)" 1 = i-A” 1 . 

Un isomorfismo A: £ —» F entre espacios vectoriales transforma 
toda base de £ en una base de F. Recfprocamente, si una transforma¬ 
cién lineal A:E —» F lleva alguna base de £ en una base de F, enton¬ 
ces A es un isomorfismo. 

De lo dicho resulta, en particular, que si dos espacios vectoria¬ 
les de dimensién finita son isomorfos, entonces tienen la misma di- 
mensién. La recfproca es verdadera, como veremos a continuacién. 

En efecto, sea £ un espacio vectorial de dimensién finita n. Fijan- 

do una base {uj. u n } c £, podemos definir una transformacién lineal 

A:R n —► £ poniendo, para cada v = (aj,...,a n ) e R", Au = ai Uj + ••• 
+ a n v n- Se tiene Aej = uj, ... , Ae n - v n . Asf, A transforma la base ca- 
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ndnica { e x ,..., e n } c R" en la base {aj,..., u n } c: £, luego es un iso- 
morfismo entre R n y £. 

En otras palabras, todo espacio vectorial de dimensidn n es iso- 
morfo a R n . 

Como la inversa A" 1 : £ -> R n y el producto BA -1 : £ -» F de A 
por otro isomorfismo B: R n -» F son isomorfismos, se sigue que si dos 
espacios vectoriales £ y F tienen dimension n entonces son isomorfos. 

Ejemplo 6.8. El espacio {P n , de los polinomios de grado < n, tiene di¬ 
mensidn n + 1, luego es isomorfo a R n +1 . A su vez, el espacio M(mxp), 
de las matrices m x p, es isomorfo a R mp , por lo tanto ZP n es isomorfo 
aM(mxp) si, y sdlo si, n + 1 = m p. 

La nocidn de isomorfismo entre espacios vectoriales es funda¬ 
mental. Nos permite identificar, desde el punto de vista del Algebra 
Lineal, ciertos espacios vectoriales que se presentan baj o formas a 
primera vista diferentes. Asi por ejemplo, tenemos que la funcidn 
(a 0 , • ■ -. a n ) ++ % + aj x + • ■ • + a n x n , es un isomorfismo natural en¬ 
tre R n + 1 y que desempena papel relevante en Anålisis. 

En otro ejemplo, si disponemos los elementos de una matriz 
n x n en hileras paralelas a su diagonal principal, vemos que hay un 
total de 


n + (n - 1) + 


+ 2 + 1 


n (n +1) 
2 


elementos en esta diagonal o encima de ella. Colocando dichos ele¬ 
mentos en una linea, en el orden determinado, obtenemos un vector 
de R n (" +1) / 2 . Si la matriz dada es simétrica, los elementos debajo de la 
diagonal no son necesarios para determin arla pues tan sdlo repiten 
los demås. Este proceso establece un isomorfismo entre el espacio 
vectorial S de las matrices simétricas n x n, y el espacio euclideano 
R n ( n+1 )/ 2 > lo que nos permite afirmar que dimS = n(n + l)/2. Un 
isomorfismo anålogo (despreciando la diagonal principal que, en este 
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caso, solo contiene ceros) muestra que las matrices antisimétricas 
nxn forman un espacio vectorial de dimension n(n - l)/2. 

Teorema,6.6; (Teorema deTNucleo y de la Imagen.) Sean E, F 
espacios vectoriales de dimension finita. Para toda transformacion 
lineal A . E-> F se tiene dim£ = dim N{A) + dimlm(A). 

Demostracion: El teorema resulta inmediatamente de la afirmacién, 
mas precisa, que probaremos a continuacion: si { Au,...., Au p ) es 

una base de lm(A) y {u 2 . v q } es una base de K{A), entonces 

{ Ui,..., u p , Uj. Vq J es una base de £. 

En efecto, si 

a l u I + + a p u p + pj + ••• + P q v q = 0 (*) 

entonces, aplicando el operador A en ambos miembros de esta igual- 
dad y considerando que Uj, ... , v q estan en el nucleo de A, obtenemos 

aj Auj + +a p Au p = 0. 

Como los vectores Au j.Au p son L.I., resulta aj = •■• =a =0. 

Por tanto la igualdad (*) implica 

Pi y i + - +P q « q =0. 

Como los Uj. V q son L.I., resulta que = ••• = p q = 0; lo que 

prueba que los vectores Uj.u p , v x , ... . v q son L.I.. 

En seguida, sea te e£ un vector arbitrario. Como Aw e lm(A), 
podemos escribir 

Aw = aj A uj + ••• + a p Au p , 

pues { Au x . A u p } es una base de la imagen de A. La igualdad an- 

terior implica 
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Asi, el vector iv - (04 Uj + ••• + a p u p ) pertenece al nueleo de A y pue- 
de expresarse, por tanto, como combinacion lineal de los elementos de 
la base | Oj,..., u q }. Tenemos entonces 

lo-JajU, + ••• + a p u p ) - P jUj- + ••• + P q o q 


luego, u) = ajUj + ••• + a p u p + p t Uj + + p q u q . Esto prueba que los 

vectores Uj, ... , u p , Dj, ... , v q generan £ y, por tanto, constituyen 
una base. □ 

Corolario. Sean E, F espacios vectoriales de la misma dimension fi¬ 
nita n. Una transformacion lineal A: E -> F es inyeetiva si, y solamen- 
te si, es sobreyeetiva y por tanto es un isomorfismo. 

En efeeto, tenemos que n = dim N{A) + dim lm(A). Entonces 
N~(A)= {0} si, ysdlosi, dim 7m(A) = n, es decir, Im(A) = F. □ 


Ejemplo 6.9. Un caso particular del corolario anterior dice que, en 
un espacio vectorial de dimension finita, un operador lineal es inyee- 
tivo si, y sélo si, es sobreyeetivo. Esto es falso en un espacio de di- 
mensidn infinita, como se aprecia en el siguiente ejemplo: sean 
A, 6: R* R* definidos por 


y 


A(xi,x 2 ,x 3 ,...) = (0, X|, x 2 . x 3 ,...) 
e ( x l' x 2' x 3<- - ) = ( x 2' x 3' x 4- - ) 


Ay B son operadores lineales. El primero es inyectivo pero no sobre¬ 
yeetivo y el segundo es sobreyeetivo mas no inyectivo. . 

Ejemplo 6.10. El Teorema del Nueleo y de la Imagen da otra expli- 
caeidn para el hecho de que un hiperplano H c R n tenga dimensidn 
n -1. Por dicho teorema, si dim E = n y / : £ -» R es una funcional li¬ 
neal * 0 entonces el nueleo de / es un subespacio vectorial de dimen¬ 
sidn n-1 en £, puesto que / no nula implica 7m(/) = R. Luego 
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dim7m(/) = l y dim Af(f) = dim E - dim Im(/) = n -1. Ahora, el hiper- 
plano 

H = {( x l. x n) « R n ; fljxj + + a„x„ = Oj 

es el niicleo de la funcional lineal no nula, /: R" R, definida por 
/(x l ,...,X n ) = C>1 X} + + O n x n . 

Teorema 6.7. Si una transformation lineal A:E —> F tiene una in¬ 
versa a izquierda B :F -> E y una inversa a derecha C: F -> E enton- 
ces B = C y Aes un isomorfismo, con /V 1 = B-C. 

Demostracion: Se tiene BA~l E y AC - l F . Por lo tanto B = BI F = 
B(AC) = {BA)C= I E C = C. □ 

Corolario. Sea dim E = dim F. Si las transformaciones lineales A : E -* 
F, B: F -> £ son tales que BA = l E entonces AB = I F y B = A~ x . 

En efecto, BA-I E =>A inyectiva A sobreyectiva (Corolario 
del Teorema 6.6) => AC - I F para alguna C => C - B (Teorema 6.7) 
=> AB = I F . O 


Ejercicios 

6.1. Pruebe que el nucleo y la imagen de una transformacidn lineal 
A:E-> F son subespacios vectoriales de E y F, respectivamente. 

6.2. Sea A: E -» E un operador lineal. Para vectores cualesquiera 
u eff(A) y v elm(A), pruebe que Au zN'(A) y Avslm(A). 

6.3. Halle numeros a, fa, c, d de modo que el operador /\:R Z -+IR 2 , 
dado por A(x, y) = (ax + by, cx+dy), tengacomo nucleo la recta y = 3x. 

6.4. Halle numeros o, b, c, d tales que el operador A.R 2 R 2 , con 
<A(x,y) = (ax + by.cx-f-dy), tenga la recta y = 2 x como imagen. 
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6.5. Escriba la expresién de un operador A:R 2 -> R 2 cuyo micleo 
sea la recta y = x, y su imagen sea la recta y = 2x. 

6.6. Defina un operador A: R 2 -> R 2 que tenga como nucleo y como 
imagen al eje x. 

6.7. Resuelva un ejercicio anålogo al anterior, con la recta y = 5 x en 
vez del eje x. 

6.8. Considere la transformacion lineal A: R 4 -> R 3 , dada por 

A(x, y,z, t) = (x + y + z,x-y + 2t.4x + 2y + 5z + 6t). 

Encuentre un vector b e R 3 que no pertenezca a la imagen de A. Con 
eso exhiba un sistema lineal de tres ecuaciones con cuatro incégnitas 
sin solucién. 

6.9. Sea E = C°(R) el espacio de las funciones continuas /:R->R. 

Defina el operador lineal A: E -> E poniendo, para cada / e E, A / = <p, 
donde ip(x) = J* x e R. Determine el nucleo y la imagen del 

operador A. 

6.10. Sea E = R“ el espacio vectorial cuyos elementos son las suce- 
siones x = (x 1 ,x 2 ,...) de numeros reales. Defina los operadores li* 
neales A,B:E->£ poniendo Ax = (x 1 ,0,x 2 ,0,x 3 ,...) y Bx = y, 
donde y = (y 5 , y 2 ,...), con y k = x 2k+1 - 2x k , Determine el nucleo y la 
imagen de A, y lo mismo para B. 

6.11. Asigne V(erdadero) o F(also): 

(y) Una transformacion lineal A:E -> F es sobreyectiva si, y sélo 
si, dim N(A) = dim E - dim F. 

(F) Dada la transformacion lineal A: E-> F, para todo b fijado en 
F, el conjunto G = {x€E:Ax = b} es un subespacio vectorial 
deE. 
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(F) Para todo operador lineal A.E-+E, se tiene £ = Af(A)©Im(A). 

(f) Todo operador lineal inyectivo en el espacio C°(R) de las fun- 
ciones continuas /: R R es (también) sobreyectivo. 

(f) El nucleo de toda transformacidn lineal A: R 5 -> R 3 tiene di- 
mensidn>3. y 1 ) 

6.12. Sea a = [ ] una matriz mxn tal que sus columnas generan un 

subespacio vectorial F, de dimensidn r, en R m . Pruebe que, para todo 

n 

be F, las soluciones x = (x lt ...,x„) del sistema lineal ]T o tj Xj = b, 

1=1 

(i = 1,..., m) forman una variedad afin de dimension n-r en R". 

6.13. Pruebe que cada una de las siguientes transformaciones linea¬ 
les es inyectiva y obtenga una inversa a izquierda lineal, para cada 
una de ellas. 

(a) A:R->R n ; A(x) = (x, 2x,..., nx). 

<b) B:R 2 -> R 3 ; B(x, y) = (x + 2y, x + y, x-y) . 

(c) D:R 3 ~>R 4 ; D(x,y,z) = (2x,3y,5z,x + y + z) . 

(d) C.{P n ->SP n+2 -, C p(x) = (x 2 + l)p{x). 

6.14. Sea E un espacio vectorial de dimensidn finita. Dado un opera¬ 
dor lineal A: E -> £, defina el nuevo operador T A J?(E) po- 

niendo F^{X) = AX, para todo X e jC (£). Pruebe que T A es inversi- 
ble si, y sdlo si, A es inversible. El mismo problema para S A (X) = X A. 

6.15. Sean Fj, F z subespacios de £ tales que dim Fj + dim F z = dim £. 

Demuestre que existe un operador lineal A: E tal que F, = N{A) 

y F z = Im(A). 

6.16. Pruebe que una transformacidn lineal A:E->Fe s sobreyectiva 
si, y sdlo si, transforma un conjunto de generadores de £ en un con- 
junto de generadores de F. 
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6.17. Sea A:R 2 -> R 2 un operador lineal * 0. Si A n = 0 para aigun 
n>2, pruebe que A 2 = 0. {Sugerencia: aea F = Im(A), entonces la 
restriccién de A a la recta Fes cero o es inversible]. 

6.18. Sea A:ZP n -> <P n el operador lineal definido mediante A p(x) = 
x-p'"(x). Describa el nucleo y la imagen de A. Obtenga bases para 
Af(A) y para Im(A). 

6.19. Asigne V(erdadero) o F(also): 

(y) Si la transformacién lineal A:R m ->R n es inyectiva entonces 
dim Im(A) = m. 

m Si A:R m -> R n es sobreyectiva entonces dim .Af (A) = m-n. 

(|r) Si A,B e.Z'(IR n j son tales que dimlm(A) = dimlm(B) enton¬ 
ces dim 7m(AB) = dim lm(BA) = dim 7m(A). A ~ 

(F) Si Af(A) es generado por los vectores o 2 , u 3 entonces la ima¬ 
gen del operador A: R 5 -> R 5 tiene dimensidn 2. 

6.20. Determine una base para la imagen de cada una de las trans- 
formaciones lineales siguientes e indique cuåles son sobreyectivas. 

X<a) A:R 2 -*R 2 ; A(x,y) = (x-y,x-y) . 

^(b) B:R 4 -»R 4 ; B(x,y,z,t) = (x + y, z + t, x + z, y + t). 

/ (c) C:R 3 ->H 3 ; C(x,y,z) = [ x+ 2 ’ y + f ,z + f ’ 

Ti 1" 

/(d) D:M(2x 2)->M(2x 2), D-X - AX.donde A= . 

X (e) E:<P„-><P n+l , £ p(x) = x-p(x). 

6.21. Pruebe que las transformaciones lineales siguientes son sobre¬ 
yectivas y obtenga una inversa a derecha lineal para cada una de 
ellas. 
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(a) A: —> R 2 , /\(x, y, z) = (2x + p,z). 

(b) B:<p n ->R , B p(x) = p(l). 

(c) C:R 2 -> R 2 , C(x, p) = (x + y, x-y). 

«> P i R n -R n -',P(*,.*„)-(*,. 

Pruebe que, en tres de los cuatro ejemplos anteriores, las trans- 
formaciones dadas admiten infinitas inversas a derecha lineales, e 
infinitas no lineales. 

6.22. Para cada una de las nueve transformaciones lineales de los 
ejercicios anteriores, determine el nueleo y obtenga una base del 
mismo, en el caso que no sea {0 }. 

6.23. Sea T:<P n ->£P n el operador lineal definido por T p(x) = 
5p(x) — 4p'(x) + p"(x). Pruebe que su niicleo es {0} y concluya que, 
para todo pblinomio b(x) existe un polinomio p(x) tal que 5 p(x) 
- 4p'(x) + p"(x) = b(x). 

6.24. Sea XcF un subcor\junto con la siguiente propiedad: toda 
transformacién lineal A -. E -» F cuya imagen contenga a X es sobre- 
yectiva. Pruebe que X es un conjunto de generadores de F. (Suge- 
rencia: es mucho mås fåcil de lo que parece.) 

6.25. Sea A: E -> F una transformacion lineal sobreyeetiva entre es- 
pacios vectoriales de dimension finita. Demuestre que existe un su- 
bespacio vectorial E' c £ tal que la restriccién de A a E' es un iso- 
morfismo sobre F. 

Sea A.E-* F un isomorfismo. Si T: F -> E es tal que AT = l F 
(6 T A = I E ), pruebe que T es lineal. 

6.27. Sean £, F espacios vectoriales de dimensiån finita. Si dim £ < 
dim F; demuestre que existen transformaciones lineales A: EF y 
B:F —> £, tales que A es inyeetiva y B sobreyeetiva. 
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6.28. Dadas las transformaciones lineales A: E -> E, B.F -» G, asig- 
ne V(erdadero) o F(also): 

(V) BA sobreyectiva => B sobreyectiva. 

(p) BA sobreyectiva => A sobreyectiva. 

(F) BA inyectiva => B inyectiva. 

(V) BA inyectiva A inyectiva. 

Pruebe ademås que si £ = F = G entonces las cuatro implica- 
ciones son verdaderas. 

6.29. Pruebe que toda transformation lineal A se puede escribir como 
el producto A = TS, donde S es una transformacidn lineal sobreyecti¬ 
va y T es una transformacion lineal inyectiva. ^Es vålida también 
una descomposicidn del tipo A-S' T, con S' sobreyectiva y T inyec¬ 
tiva? 

6.30. Dado el conjunto finito X con n elementos, pruebe que el espa- 
cio vectorial J{X\ IR) es isomorfo a IR". Mås generalmente, dado cual- 
quier espacio vectorial E, establezca un isomorfismo entre jE (X; £) y 
£" = £ x ••• x E (n factores). 

6.31. Dados los numeros reales a = a 0 <aj < <a n =b, considere el 

conjunto Ej c jF([a, b]; R) formado por las funciones /: [a, b] -> R 
que, para cadå intervalo cerrado |a,_j, dj], i = 1.n son representa- 

das por polinomios de grado < 1, esto es, /(x) = a ; x + para cada 
dj.j < x < Q, . Pruebe que Ej es un subespacio vectorial y que la fun- 

cidn />-»( /(ao)./(a n )) es un isomorfismo entre Ej y !R n + 1 . Con- 

cluya que dim Ej = n +1, y describa la base de Ej que corresponde a 
la base canonica de IR n+1 . 

6.32. Con la notacidn del ejercicio anterior, sea £ 2 el conjunto de las 
funciones derivables /: [a. b] -> R cuyas restricciones å los intervalos 
[a,_j,Oj], i = 1,.... n, son polinomios de grado < 2. Considerando la de- 
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rivacién D.E 2 -^E l , pruebe que £ 2 cf([a,i)] ; R) es un subespacio 
vectorial de dimensién n+ 2. 

6.33. Sean E un espacio vectorial de dimension finita, E* ~ X{E\ IR) 
su dual y E** = X[E *; Rj su bidual. Sea la funcion E -> £**, que 
a cada vector ueE le asigna el elemento S(u) = u**e £** tal que 
y (/) = / ( y ) para todo v e £. Demuestre que £, es un isomorfismo, 
[Este ejercicio significa que / (u) puede considerarse como un valor de 
la funcién / de variable o 6 de la funcién v (mås exactamente, v**) de 
variable /. ] 

6.34. Sea /: E -> R una funcional lineal no nula en el espacio vecto¬ 

rial £, de dimensién n. Pruebe que existe una base {uj,..., u n } c £, 
tal que /(u j) = = f{u n -\) = 0 y f(u n ) = 1. Use este hecho para 

probar que si g: E ->• R es otra funcional lineal no nula entonces exis¬ 
te un isomorfismo A-.E-+E, tal que g-foA. 

6.36. Dada la funcional lineal no nula /: £ ~> R, demuestre que existe 
un vector u e £ tal que / (u) - 1. Sea F c £ el subespacio (recta) gene- 
rado por u. Pruebe que £ = F © N(f ). 

6.36. Sean /,g:E-»R funcionales lineales no nulas, en el espacio 
vectorial £ de dimensién finita. Pruebe que una de ellas es multiplo 
de la otra si, y sélo si, ambas tienen el mismo nucleo. 

6.37. Suponiendo V c X, describa el nucleo y la imagen de la trans- 
formacién lineal R : J (X; R) -* J (Y ; R), que a cada funcién f: X R 
le asigna su restriccién Rf = /|y : y-+R. 

6.38. Sean £, F los espacios vectoriales cuyos elementos son, respec- 
tivamente, las funciones pares y las funciones impares R -> R. Des¬ 
criba el nucleo y la imagen de cada una de las transformaciones li¬ 
neales R: E 7([0,oo);R) y /?':F->7([0, + oo);R) que a cada fim- 
cién de su dominio le asignan su restriccién al intervalo [0, oo). 



SteckHiB 


NOcteo a Imagen 


83 


6.39* Establezca un isomorfismo entre el espacio vectorial de las ma¬ 
trices simétricas n x n y el espacio de las matrices triangulares infe- 
riores (a,j = 0 si i < j). Anålogamente, entre las matrices antisimétri- 
cas y las triangulares inferiores con diagonal nula. 

6.40. Sean Fj y F 2 subespacios vectoriales de dimensidn 3 en R 5 . 
^Cuéles son las dimensiones posibles del subespacio Fj ("I F 2 ? La mis- 
ma pregunta con dim Fj = 4 y dim F 2 = 3. 

6.41. Sea A:E-> E un operador lineal. Pruebe que A 2 = 0 si, y sola- 
mentesi, Im(A) c ./V'(A). 

6.42. Dadas las transformaciones lineales A, B : E -+ F, entre espa- 
cios vectoriales de dimension finita, pruebe: 

(a) Si N{A) - N(B) entonces existe un isomorfismo Q: F -> F tal 
que B = Q A. 

(b) Si Im(A) = 7m(B) entonces existe un isomorfismo P : E -> £ tal 
que B- AP. 

(c) Si dim N(A) = dim jV(B) (es decir, si dim Im(A) = dim Im(B)), 
entonces existen isomorfismos P:£->£ y Q:F->F tales que 
B = QAP. 

(d) Existen operadores lineales A, B: E -> £ tales que Af(A) = N(B), 
Jm(A) = 2m(B), sin que exista un isomorfismo P:£->£, con 
B = P _1 AP. 

6.43. Si los vectores u lt ... , o m e £ generan un subespacio vectorial 

de dimension r, pruebe que el conjunto de vectores (aj,..., a n ) e R m 
tales que + ••• + a m u m = 0 es un subespacio vectorial de R m 
con dimensién m-r. [Sugerencia: considere la transformacidn lineal 
(a 1 ,...,a m ) ajOj + + a m u m , de R m en£.] 



Nucjgo 9 Imagen 


SeccfdnS 


M 


6.44. Sea A-.E-^tE un operador lineal tal que A fc =0 para aigun 
numero natural k. Pruebe que, para todo a*0,el operador A-aJ es 
inversible. 

6.45. Si, para aigun «o^O, se tiene a 0 /+a 1 A + +a m A rr ' = 0, 
demuestre que el operador lineal A es inversible. 

6.46. Sean A\E~*FyB:F-*E transformaciones lineales. Si AB es 
inversible, pruebe que A es sobreyectiva y B inyectiva. Si AB y BA 
son inversibles, demuestre que A es inversible. No haga hipotesis al- 
guna aeerca de las dimensiones de £ y F. 

6.47. Calcule (B^AB)™. 
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Suma Directa y 
Proyeccidn 


Esta seccidn trata de la descomposicién de un espacio vectorial como 
suma de subespacios independientes, muestra que esa descomposicion 
equivale a definir un operador idempotente en el espacio y establece la 
conexion entre proyecciones e involuciones, o simetrias. 

En la Seccién 2, vimos que si Fj y F 2 son subespacios del espa¬ 
cio vectorial £, el subespacio vectorial de E generado por la reunién 
Fj U F 2 es el conjunto Fj + F 2 de todas las sumas u + v, donde u eFj y 
u e F 2 . En el caso particular en que Fj Pi F 2 = {0 }, se escribe F 1 ® F 2 
en vez de Fj + F 2 , se dice que Fj © F 2 es la suma directa de Fj con F 2 
y se prueba (Teorema 2.1) que la condicidn Fj fl F 2 = { 0 } equivale a 
decir que u + u = u’ + u', con u, u'g Fj y u, v' e F 2 , implica u = u' y 
u = v’. 

Existe una nocién anéloga a la de suma directa, que es la de 
producto cartesiano E l * E 2 de dos espacios vectoriales Ej y E 2 . Aqui 
Ej y E 2 no requieren ser subespacios vectoriales del mismo espacio 
E. Los elementos del conjunto Ej x E 2 son los pares ordenados (u,u), 
tales que u e Ej y v e E 2 . Las operaciones que convierten Ej * E 2 en 
un espacio vectorial, son definidas por 

(u,u) + (u',t/) = (u + u'.u + o') y 


a(u, u) = (au, au). 
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para cualesquiera u, u’ e E v v, v' € E 2 y a e R. E] vector nulo de 
£j x E 2 es el par (0,0) y el inverso aditivo de (u,u) es (-u, - o). Si 
{ U 1 < ••• > u m} c ^1 y { u i - •••» c ^2 son bases, es inmediato consta- 
tarque {(u,,0).(u m , 0), (0, Uj),..., (0, Vfl )} c £, x £ 2 es una ba¬ 

se. Luego dim (£j x £ 2 ) = dim £j + dim£ 2 . 

Si Fj y F 2 son subespacios vectoriales de £, con Fj f| F 2 = { 0 }, 
entonces la transformacidn lineal 

A: Fj X F 2 F x © F 2 , 

definida por A(u, u) = u + v, con u eFj, u eF z , es un isomorfismo, co- 

mo se verifica fåcilmente. Si { Uj.u m } c: Fj y { Uj. v n } c F 2 

son bases, entonces la base {(u j, 0).(u m , 0). (0, ^).(0, w„)} de 

Fj x F 2 es transformada por A en { tq,..., u m , i»j,..., u n } que es, por 
consiguiente, una base de F : ©F 2 . Se sigue que dim(F 1 ©F 2 ) = 
dim Fj + dim F 2 = m + n. 

En el caso mås general, en que la interseccidn Fj fl F 2 de dos 
subespacios Fj, F 2 c £ no se reduce necesariamente al vector nulo, la 
suma Fj + F 2 puede no ser una suma directa pero aun asf estå bien 
definida la transformacidn lineal 

A:Fj x F 2 -> Fj + F 2 , 

donde A(x, y) = u + v, para u e Fj y u e F 2 . Obviamente, A es sobre- 
yectiva. Su nucleo estå formado por los pares (u, u) tales que u + v - 0, 

esto es v = -u, luego u y o pertenecen ambos a Fj y a F 2 . En otras pa- 
labras, N(A) = {(u,-u);u eFj 0F 2 }. La correspondencia uh*(u,-u) 
es un isomorfismo evidente entre Fj DF 2 y N(A). Por el Teorema del 
Nucleo y de la Imagen, tenemos 
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dimF : + dimF 2 = dim(F 1 x F 2 ) 

= dim/T(A) + dim(Fj + F 2 ) 

= dim (Fj nF 2 ) + dim (Fj + F 2 ). 

Esto nos permite enunciar el 

Teorema 7.1. Sean F l y F 2 subespaeios de dimension finita de un es- 
pacio vectorial E. Se tiene dimF t + dimF 2 = dim(F 1 flF 2 ) + dim(F, + F 2 ). 

La nocidn de suma directa estå intimamente ligada con la de 
proyeccidn. Si E = F x © F 2 es la descomposicion del espacio vectorial £ 
como suma directa de los subespaeios Fj y F 2 , se define el operador 
lineal P: £ -> E, proyeccidn de £ sobre Fj, paralelamente a F 2 , del si- 
guiente modo: todo vector w e £ se expresa, de modo unico, como la 
suma, to = u + u, de un vector ue Fj con un vector v e F 2 . Se pone en- 
tonces Pu> = u. (Vea Figura 7.1.) 



El operador lineal P: £ -> £ asi definido tiene imagen Fj y mi- 
cleo F 2 . Ademås, como se ve facilmente, P es idempotente, esto es, 
P 2 = P. El teorema siguiente muestra que, reciprocamente, todo ope¬ 
rador lineal idempotente es una proyeccidn. 
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Previamente, observemos que si P 2 = P entonces, para todo 
welm(P), se tiene Pw~w porque w eZm(P) => w = Pv => Pw = 
PPv - Pv = w. 

Teorema 7.2. Sea P:E -> E un operador lineal. Si P 2 - P, entonces 
E es la suma directa del nueleo con la imagen de P. Ademds, P es la 
proyeccién sobre Im(P), paralelamente a M(P). 

Demostracién: Todo weE se escribe como suma v = (v-Pu) + Pv, 
donde Pv, evidentemente, pertenece a Im(P) y, como P(u-Pu) = 
Pv - PPv = Pv - Pv = 0, se tiene que v - Pv e N(P). Por tanto, E = 
N(P) + lm(P). Si w e N(P) f) Zm(P), por un lado se tiene Pw = 0 y, 
por otro, Pw = w, luego u; = 0. Asi, H(P) fl Zm(P) = { 0 } y resulta la 
suma directa E = N{P) e Zm(P). La ultima afirmacidn del enuncia- 
do, es obvia. □ 

Ejemplo 7.1. Para todo operador lineal A:E~>Eenun espacio vec- 
torial de dimensidn finita se cumple dim E = dimJV^) + dim Zm(/\). 
Esto, sin embargo, no implica que siempre E = ^V(A) ffi Zm (A). Por 
ejemplo, si A: R 2 -> R 2 es definido por A (x, y) = (x - y, x - y), enton¬ 
ces, tomando w = (1,1), tenemos w = Av, con o = (2,1) y Au; = 0; luego 
AT(A) n Zm(A) contiene al vector no nulo w. 

Otro ejemplo de operador lineal ligado a la descomposicidn de 
un espacio vectorial como suma directa de dos subespacios es dado 
por las involuciones. 

Una involucidn es un operador lineal S:E->E tal que S 2 = /, o 
sea, S (S u) = v para todo v e E . 

En otras palabras, una involucidn es un operador inversible, 
lgual a su propio inverso. Un ejemplo de involucidn es la reflexidn 
(ortogonal) en el plano respecto de una recta que pasa por el origen. 

Veremos ahora que toda involucidn es la reflexidn respecto de 
un subespacio, paralelamente a otro. 
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Teorema 7.3. Sea S:E->E una involu- 
cién. Los conjuntos Fj = {ue£;Su = u} j 
F 2 -{ue£;Su = -u} son subespacios vec- 
toriales y £ = Fj 0 F 2 . Para todo u> = u + u, 
con u eFj y v e F 2 , se tiene Sw = u-v. Ade- 
mas, P = -g (S + /) es la proyeccidn sobre Fj, 
paralelamente a F 2 - (Vea Fig. 7.2.) 

Demostracidn: Para todo w e £, podemos 
escribir w = u + u, donde u = (w + S w )[2 y 

v = {w-Sw)j2. Como S 2 - l, es claro que 
Su = u y Su = -v, es decir, u e Fj y u e F 2 . Es evidente también que 
Fj p| F 2 = { 0 } y que tu = u + u =>Stu = u- u si u e Fj y oe F 2 . Final¬ 
mente, 

p = i(S + /) => P 2 = i(S z + 2S + /) 

= i(2S + 2/) 

= 1{S + /) = P. 

Se ve fåcilmente que el nucleo de P es F 2 y la imagen de P es Fj. O 

En la situacidn descrita por el Teorema 7.3, se dice que la in- 
volucidn S es la reflexidn respecto del subespacio Fj, paralelamente a 
F 2 . El caso mås comun de reflexidn es aquel en que es dim E-n, 
dim Fj = n -1 y dim F 2 = 1, de modo que S es la reflexidn respecto del 
hiperplano Fj, paralelamente a la recta F 2 . 

Ejercicios 

7.1. En el plano R 2 , considere las rectas Fj y F 2 , definidas respecti- 
vamente por las ecuaciones y -ax e y = b x, con a * b. En seguida: 

(1) Exprese cada vector o = (x, y) e R 2 como suma de un vector en 
Fj y un vector en F 2 . 



Figur« 7.2. 
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(2) Obtenga la matriz (en relacién a la base canénica) de la proyec- 
cién P: R -» R 2 , que tiene Fj como nucleo y F 2 como imagen. 

(3) Halle la matriz de la reflexién S: R 2 -* R 2 , respecto de la recta 
F 2 , paralelamente a Fj. 

7J&, Si P, Q: £ —» £ son proyecciones y PQ = Q P, pruebe que PQ 
es una proyeccién cuyo nucleo es Af(P) + Af(Q) y cuya imagen es 
Im(P) + 2m(Q). 

7.3. Exprese un vector arbitrario v = (x, y, z) e R 3 como suma de un 
vector del plano Fj, cuya ecuacién es x + y - z = 0, con un vector de la 
recta F z , generada por el vector (1, 2.1). Concluya que R 3 = Fj ©F 2 . 
Determine la matriz (relativa a la base canénica) de la proyeccién 
P: R 3 -* R 3 , que tiene imagen F 1 y nucleo F 2 . 

7.4. Sea un operador lineal P: £ -> £. Asigne V(erdadero)o F(also): 

( ) Si E ~ Af (P) ® Im (P) entonces P es una proyeccién. 

( ) Si £ = Af(P) + 1 m (P) entonces P es una proyeccién. 

( ) Si P es una proyeccién entonces / - P también lo es. 

( ) Si P es una proyeccién entonces Im(P) = Af (I - P) y Af(P) = 
Im(/-P). 

7.5. Si Af(P) = Im(/-P), pruebe que el operador lineal P:£ -4 £ 
es una proyeccién. 

7.6. Pruebe que 

1 0 a b~ 

0 1 cd 

0 0 0 0 

0 0 0 0 
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es la matriz (en la base canénica) de una proyeccién P: R 4 R 4 . Es- 
criba las ecuaciones que definen el niicleo y la imagen de esa proyec- 
cién. 

7.7. Pruebe que el operador P:F 2 -> R 2 , dado por P(x, y) = {-2x - 
4y lx + 3yj es la proyeccién sobre una recta. Determine el nucleo y 

la imagen de P. 

7.8. Considere el operador lineal A: R 3 -> R 3 , dado por 
A(x,y,z) = (40x + 18y-6z, 18x + 13y + 12z, -6x + 12y + 45z). 

Pruebe que P = -fø - A es una proyeccién, que Im(P) es un plano y 
determine la ecuacién de dicho plano. 

7.9. Sean Fj, F 2 subespacios vectoriales de E, con dim F^ + dimF 2 = 
dim £ (dimensiones finitas). Pruebe que £ = F 1 0 F 2 si, y solamente 
si, F 1 f|F 2 = {0}. 

7.10. Sea A :E -> E un operador lineal en un espacio vectorial de di- 
mensién finita. Pruebe que £ = ^T(A)©Im(A) si, y solamente si, 

JV(A)- W(A 2 ). 

7.11. Suponga que el espacio vectorial de dimensién finita £ admite 
la descomposicién £ = F l © • © F k , como suma directa de subespacios 
vectoriales. (Ver Ejercicio 2.16.) Para cada i = l,...,Jc, escriba G, = 
£!©■•■©£,_!© F( + i ©••• ©F fc y llame P ( : £ -* E a la proyeccién sobre 
Fp paralela a G,. Pruebe que P l + ••• + P k = / y P, P j = 0, si i * j. 

7.12. Sean P\, ..., Pk ■ E -> £ operadores lineales tales que Pj + ■• + 
P k - I y PjPj = 0, si i * j. Pruebe que estos operadores son proyeccio- 

nes. 

7.13. Sean P, Q:E -*■ E proyecciones. Pruebe que las siguientes afir- 
maciones son equivalentes: 
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(a) P + Q es una proyeccidn; 

(b) PQ + QP = 0; 

(c) PQ = QP = 0. 

[Para probar que (b) => (c), multiplique a izquierda, y después a 
derecha, por P.] 

7.14. Pruebe que el producto de dos involuciones es una involucidn si, 
y sdlo si, ellas conmutan. 

7.15. Pruebe que los siguientes operadores son involuciones y deter- 
mine, en cada caso, la proyeccidn correspondiente a la forma del Teo¬ 
rema 7.3. 

(a) S: J(R 2 ;R) - ^(R 2 ;R), S/=/*,/*(x,y) =/(y,x). 

(b) l/:^(R + ;R) -4 y (R + ;R), Uf = f , /(x,y) = /(I/x). 

(c) V/:R n ->R n ,V( Xl .x n ) = (-x 1 ,...,-x k ,x fc+1 .x n ) 

7.16. Si el espacio vectorial £ tiene dimensidn finita, pruebe que para 
todo subespacio F c £ existe (por lo menos) un subespacio G c: £ tal 
que£ = F©G. 

7.17. Sea un espacio vectorial E = F l © F 2 . El grdfico de una trans- 
formacidn lineal A: Fj —> F 2 es el subconjunto G c £ formado por las 
sumas v + Av, en las que v e Fj. Pruebe que G es un subespacio vecto¬ 
rial de £ y que la proyeccidn P-.E-tF^ restringida a G, define un 
isomorfismo entre G y Fj. Recfprocamente, si G c £ es un subespacio 
vectorial tal que la restriccion de P a G es un isomorfismo de G sobre 
F lt demuestre que G es el gråfico de una transformacidn lineal 
A:F 1 ->F 2 . 

7.18. Se dice que X U V = Z es una particion de Z , si X f| Y = 0. Si 
JUK = {l„,.,n} es una particion, pruebe que R" = R J ©R^, donde 

y R k son los subespacios vectoriales de IR" generados por los vecto- 
res e jt j e J y por los vectores e k , k e K respectivamente. Sea F c R" 
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un subespacio vectorial. Demuestre que existe una particidn J U K = 
{1, ..., n } de modo que F es el grdfico de una transformacidn lineal 
A . rJ t donde dim F = numero de elementos de J. 

7.19. Sea P.E-*E una proyeccidn. Demuestre que los vectores o y 
(l-t)o + t Pv, para todo u e£ y todo t e R, tienen la misma imagen 
por P. 

7.20. Sean P,Q: EE proyecciones. Si P + Q es una proyeccidn, 
pruebe que Im(P + Q) = Im(P)© Jm(Q). Considerando las proyeccio¬ 
nes P,Q:F 2 ->R 2 , con P(x,y) = (x,0) y Q(x,y) = ^{x + y, x + y); 
demuestre que la reciproca es falsa. 

7.21. Pruebe que todo espacio vectorial de dimension finita, es suma 
directa de subespacios de dimensién 1. 
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La matriz de una transformacion lineal es un objeto concreto, asocia- 
do a dicha transformacion, en presencia de bases en su dominio y con- 
tradominio. El concepto de matriz nos permite obtener una variedad 
ilimitada de ejemplos de transformaciones lineales, asi como calcular 
especificamente la imagen de un vector, por una transformacion. En 
esta seccion estudiamos la relaciån entre una transformacién lineal y 
su matriz. En particular, el producto de transformaciones nos condu- 
cird a una fructifera nocion de producto de matrices. Veremos cémo se 
relacionan las matrices de una transformacion, tomadas en bases di- 
ferentes y daremos una demostracion directa de la igualdad entre el 
rango-fila y el rango-columna, de una matriz. 

Vimos en la Seccidn 4 que una transformacidn lineal A ; R n -» R™ 
es completamente determinada por la matriz a = [ a t) ] e M(mx n), cu- 

yo 0-ésimo término a tj es la i-ésima coordenada del vector A e s g R m . 
En efecto, conociendo dicha matriz se tiene, para cada v = (xj,, x n ) 
e R n , el valor A v = ^.y m ) dado por 

y, = a fl x l + ••• + a ln x n (i = l.m). 

Extenderemos ahora esas consideraciones a una transformacidn li¬ 
neal entre dos espacios vectoriales cualesquiera de dimensidn finita. 
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Sean £, F espacios vectoriales de dimensidn finita y A:E-*F 
una transformacidn lineal. Fijemos las bases V = {uj,..., u„ } c E y 
W = {uij,..., w m } c F. Para cada } = 1,..., n el vector Av } se expresa 
como combinacidn lineal de los vectores de la base IV: 

m 

Av, = ajjuij + a 2 )W 2 + ••• + o mj w m = '/L a i) w t • 

i=l 

Asi, la transformacidn lineal A: £ —> £ junto con las bases V c £ y 
Wc F determinan una matriz a = j e M(m x n). Se dice que a es 

la matriz de A relativamente a esas bases (o en las bases V, W). 

Por definicidn, la j-ésima columna de la matriz a es formada por 
las coordenadas de A Vj en relacidn a la base W. 

Aunque no se ha mencionado, conviene resaltar que los vectores 
en las bases V y W son dispuestos en un orden fijo; de lo contrario, la 
matriz a no estarfa bien definida. 

Si A: E -> £ es un operador lineal, salvo mencidn expresa en 
contrario, sdlo se considera una base V = { Uj, ..., v n } c E y la ma¬ 
triz a = £ a t j | del operador A relativamente a la base V (o en la base V) 
es definida por las n igualdades 

n 

Av j ='L a u u t 0 = 1 . n )- 

i=i 

En este caso, a e M (n x n) es la matriz cuadrada nxn cuya j-ésima 
columna es formada por las coordenadas del vector 

Avj = a 1; .wj + a 2j v 2 + - + a nj v n 


en la base V. 

Cuando consideramos una transformacidn lineal A:R n ->F m y 
decimos simplemente la matriz de A, nos referimos a la matriz de A 
relativamente a las bases canonicas de R n y R m . Si utilizamos otras 
bases, lo diremos explicitamente. 
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EJjemplo 8.1. Sea un espacio vectorial E, de dimensién finita. Dado 
a e R, sea A : E E el operador lineal deflnido por Av = av para to- 

do v e E. Relativamente a cualquier base V = { uj. v n } cz E, la ma- 

triz a del operador A es siempre la misma, con numeros a en la dia¬ 
gonal y ceros fuera de ella: 

a 0 0" 

0 a 0 

a = 

0 0 a 

Se dice que el operador A = al es una homotecia de razén a. Son los 
unicos opemdores cuyas matrices son independientes de la base da¬ 
da. (Vea Ejer'cicio 8.35.) 

E<jemplo 8.2. Sea P:E-> E la proyeccién sobre el subespacio F lt pa- 
ralelamente al subespacio F 2 . Sean también l/j c Fj y V 2 c F 2 bases 
cualesquiera d *5 esos subespacios. Entonces V = V l UV 2 es una base 
de E, relativamente a la cual la matriz p de P tiene los k primeros 
términos de la diagonal iguales a 1 (fc = dim Fj) y todos los demås, en 
la diagonal o fuera de ella, iguales a cero. Anålogamente, si S: £ -> £ 
es la reflexién respeeto de F 1 paralelamente a F 2 , su matriz s en la 
base V tiene los primeros k términos de la diagonal iguales a 1, los 
restantes iguales a -1 y todos los términos fuera de la diagonal 
iguales a cero. 

Por tanto, la fijacién de las bases V c £ y W c F determina 
una transformacién 

<p:-£(E; F) -+ M(m X n), 

que a cada A &X (E;F) le asigna su matriz en las bases V, IV. La 
transformacién 9 es lineal. Es decir, si a. b e M(m x n) son las matri¬ 
ces de A, B g J!(E-, F) respectivamente y a, p son numeros reales, 
entonces la matriz de A + B es a + b, la matriz de et A es a a y, mås 
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generalmente, la matriz de a A + pB es aa + pb. Ademés, <p es un 
isomorfismo: la biyectividad de <p esta asegurada por el Teorema 4.1. 

Conviene observar que si £ = R n y F = R m entonces existe un 
par natural de bases (candnicas) en estos espacios, por lo que el iso¬ 
morfismo <p: J1 ^R n ;R m j-)M(mxn) puede definirse sin depender de 

elecciones arbitrarias. A cada transformacidn lineal A: R" R m le co- 
rresponde la matriz <p (A) = [ ] cuyo j-ésimo vector columna es 

Aej =( 0 ^,... 

En particular, a cada funcional lineal /: R n —> R le corresponde, 
de modo natural, una matriz [a } ,, a n ] e M(1 x n) o, lo que es lo 
mismo, un vector ..... a n ). La correspondencia entre la matriz [dj , 

...,o n ] y la funcional /tal que /(e f ) = o f ,y la correspondencia entre / y 
el vector {a 1( ..., a n ), son isomorfismos entre M(lxn), (lR n )* y R n , 
determinados por la base candnica de R". 

Entre transformaciones lineales, ademés de las operaciones A + B 
y aA, existe también la multiplicacidn BA. El isomorfismo <p hace 
corresponder al producto B A el producto b a de las matrices de B y 
A, segun definiremos a continuacidn. 

Sean u = (aj.a n ) y y = (Pj.p„) vectores en R". El produc¬ 

to interno de u por v es definido como el numero 

(u,y) = «*!?!+ ••• +a„P n • 

La nocidn general de producto interno, sus propiedades y aplicaciones 
se estudiarén en la Seccidn 10. Usaremos ahora este caso particular, 
para introducir el producto de dos matrices. 

Sean b = J by j e M(mxn) y a = [ a^- ] e M(nxp) matrices tales 

que el numero de columnas de b es igual que el numero de fil as de a. 
El producto de la matriz b por la matriz a (en éste orden) es la matriz 
ba = c = [ Cy j e M(mxp), cuyo i j-ésimo elemento 
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c i) - b n a ii + b i2 a 2) + + b m a n) - E b ik a kj 

k = l 

es el producto interno del i-ésimo vector fila de b por el j-ésimo vector 
columna de a. 

Ejemplo 8.3. Una transformacién lineal A: R n -» R m puede interpre- 
tarse como una multiplicacion de matrices: en vez de A e-£(R n ;R m ] 

se considera su matriz a = [a fJ ] e M(m x n). En particular, las funcio- 
nales lineales /: R” -» R son sustituidas por matrices lxn, esto es, 
por vectores fila. Ademés, los vectores x = (xj,, x„) e R" y b = (6 j, 
■ ■■ ,b m ) pasan a considerarse como matrices nxl y mxl, respecti- 

vamente; es decir, como vectores columna. Entonces, la igualdad 
Ax = b puede escribirse en la forma ax = b, esto es: 


*°n - 

a ln " 


~ x l' 


' b l' 

a 21 

a 21 


x 2 

= 

b 2 

. a ml 

fl mn. 


X n. 




Desde este punto de vista, el Algebra Lineal se reduce al cålculo 
de matrices, lo que tiene ventajas en el aspecto computacional pero el 
costo es la imposibilidad de tratar el caso de dimensién infinita, ade- 
mås de la pérdida de la intuicién geométrica y de la simplicidad con- 
ceptual. 

La definicién del producto de matrices fue enunciada previendo 
el siguiente teorema. En él se tiene que A . E -> F y B : F -> G son 
transformaciones lineales, U = {iq ,..., u p J cz £, V = {iij ,...,u n } c F 

y W *= {toj,..., w m } c G son bases, aeM(nxp) es la matriz de A 
en las bases U, V y beM(mxn) es la matriz de B en'las bases V, 
W. 
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Teorema 8.1. La matriz de BA-.E -»G en las bases U, VJ, es el pro- 
ducto ba e M(mxp) de las matrices by a. 

Demostracién: Por definicién, tenemos 

n 

AUj = X°fei u )c U = 1 .p) 


Bu k = Z b ik“>i ( k = 1 . n )- 

f=l 

Sea c = [ c,j ] e M (m x p) la matriz de BA en las bases U, W. Por de- 
finicion, para cada j = 1 ,..., p, tenemos: 

/ \ 

m n n 

Zc ( ,u>, = BAuj = B = £ a kj B »k = 

j=i {k=i ; k=i 

n ( m 'l m n 

= X a k) Z b ik w i = Z E b ik a kj «>»• 

fc = l V = 1 } i = ll_lc = l 

Igualando los coeficientes de cada tu f , concluimos que, para i = 1.m 

y j = l, ...,p setiene 

n 

C ij ~ £ b ‘k °kj 
k =1 

luego c = ba. □ 

Resulta inmediatamente del teorema anterior y del isomorfis- 
mo <p: (E; F) -► M(m x n), que las regias operacionales del produc- 

to de transformaciones lineales se transfieren directamente al pro- 
ducto de matrices. En lo que sigue, designaremos con el simbolo I n a 

la matriz identidad n x n. Se tiene I n = J 8 y], donde 8 (J - es el simbolo de 
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Kronecker : 8 t j -0 si i * j, y 8 n ~ 1 . Cuando no hubiera ambigiiedad, 
escribiremos simplemente I , en vez de I n . 

Las siguientes propiedades se prueban considerando, para cada 
a eM(m x n), la transformacidn lineal A:R" -> R m cuya matriz es a; 
y aplicando la propiedad correspondiente para transformaciones li¬ 
neales, demostrada anteriormente. 

1) (cb)a = c(ba); 

2) c(a + b) = ca + cb; (b + c)a = ba + ca; 

3) « • I n = a, I m a = a si a eM(m x n); 

4) b(<*a) = a(ba). 

Dada a eM(m x n), se dice que xeM(n x m) es una matriz 
inversa a izquierda de a si.xa = I n y que y e M(n x m) es una matriz 
inversa a derecha de a. cuando av = I 

5) Un a matriz mxn tiene inversa a izquierda si, y solo si, sus vecto- 
res columna son L.I. y una inversa a derecha si, y solo si, esos vec- 
tores columna generan R m . 

Una matriz se llama inversible si es cuadrada y existe una ma¬ 
triz a , llamada la inversa de a, tal que a _I a = aa 1 = I. 

6) Si una matriz a posee una inversa a izquierda x y una inversa a 
derecha y entonces a es cuadrada, inversible y x = y = a 

7) Una matriz cuadrada a admite una inversa a izquierda si, y so- 
lamente si, admite una inversa a derecha. En este caso, la matriz 
a es inversible y cada una de esas inversas laterales es igual que 

a . 

A continuacidn, determinaremos como varia la matriz de una 
transformacion lineal A : E F cuando se cambian las bases en £ y 
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Sean V = {w 1 ’,...,w n } c E y W } c F bases en re- 

lacién a las cuales la matriz de la transformacién lineal A : £ -> F es 
a = [ay ] e M(mxti). Esto significa que 

m 

Av ) = 'L a n w i (;=i',...,n). 

(=i 

Tomando nuevas bases V' = {u{,..., v' n } c £ y W' ~ {luj. w' m } c F, 

la transformacién lineal A tiene nueva matriz a' =[ay ] e M(mxn) 
definida por: 

m 

Au; = £a; /U) ; 0 = 1.n). (*) 

r = l 

Para obtener la relacién entre las matrices a y a', considere- 
mos las matrices de paso p = [pjyj e M(n x n) y q = [q lr ] e M(m x m), 
definidas por las igual dades 

n m 

v’i = £PkjVk y «»; = • 

k=l i=l 


Por definicién, p es la matriz de paso de la base V a la base V' y q es 
la matriz de paso de la base IV a la base W'. Cada uno de los miem- 
bros de la igualdad (*) puede escribirse en términos de la base tV , 

as(: 

n n m 

Av) = 'LPk j Av k = £p kj £ a lk u>, 

k=l Jc- 1 i = l 

n m 

= ZEPk) a ik^ 

k = li = l 




f=l U = 1 


LO » 

i » 
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m mm 

Z°h W r = Z a 'rjZ^r^i 

r=l r=l i=1 

m m 

= Z Z a 'r)^r w i 

r=l 1=1 


m f m 


= S Z^r a rJ 
i=lVr=l ; 


»r • 


Igualando los coeficientes de u>, tenemos: 


n m 

Z a ikPkj = Z^lr a rJ > 

fr=l r=l 

estoes, ap = qa'. 

Observemos ahora que toda matriz de paso es inversible. En 
efecto, si p es la matriz de paso de la base V a la base V' entonces p 

es también la matriz (en relacidn a la base V) del operador lineal 

P:E—>E, tal que Pvj=v'j (j = l.n), el cual es inversible porque 

lleva una base en otra base. 

Asi, de la igualdad ap - qa' podemos inferir 

a' = q” 1 ap . 

Esta es la fdrmula que nos da la matriz a' de A en las bases V ', 
W' en funcidn de la matriz a de A en las bases V , W. En el caso parti- 
cular de un operador A :E -> E y de sus matrices a, a' relativas a las 
bases l/, V , tenemos una linica matriz de paso p, que nos da 

a' = p _1 ap . 

Se dice que las matrices cuadradas a y p -1 ap, son semejan- 
tes. Asi, las matrices del mismo operador en relacidn a bases diferen- 
tes son semejantes. También se cumple la reciproca: si a y a' = 
P 1 a P son matrices n x n semejantes, entonces existe un operador 
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A: R" -> R n tal que aya' son matrices de A relativas a bases diferen- 
tes de R". 

En efecto, dadas aya' = p _1 ap, consideramos el operador A:R n 
-► R" cuya matriz en la base candnica £ de R n es a. En seguida con¬ 
sideramos la base £' cz R n , obtenida de la base candnica por la matriz 
de paso p. Entonces a' es la matriz de A en la base £'. 

Para efectos pråcticos es util observar que si V = { ,..., v„ } 

es una base en R" entonces la matriz de paso de la base candnica pa¬ 
ra V es aquella cuyas n columnas son los vectores .u n . 

p p 

Ejemplo 8.4. Sea A:R -+R el operador lineal que consiste en la 
reflexidn respecto de la recta y = ax. Como en el Ejemplo 4.4, la ma- 

r\ 

triz de A relativa a la base candnica de !R es 


1 -q 2 2 a 
1 + a 2 1 + a 2 

2 q a 2 -1 

1 + a 2 1 +a 2 


Sea V - {itj, i > 2 } c R 2 la base formada por los vectores 0 j = (l,a) y 
i >2 = (-Q, 1). Para todo vector u = (x, y) e R 2 , tenemos 


A(x,y) = 


ri - a 2 

1 + a z 


■x + 


2 a 


2 a 


1 + a 2 V ' 1 + o 2 


X + 


a 2 - 1 
1 + a 2 


luego Auj y Au 2 = -u 2 . (Estas igualdades son geométricamente 
obvias.) Por tanto la matriz de A en la base V es 



ft 

La matriz de paso de la base candnica de R a la base V es 
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Se sigue que a' = p' 1 a-p. En este caso, fue mås simple calcular a' 
directamente, que determinar p 1 y efectuar ei producto p -1 a-p. 


Observacion: p 1 


1 1 a 

1 + ep- ~a 1 


Sea A:E->F una transformacion lineal entre espacios vecto- 
riales de dimensién finita. El rango de A es la dimension de su ima¬ 
gen. Evidentemente, dim lm(A) < dim F. También, por el Teorema del 
Nucleo e Imagen, dim Im(A) < dimH. Se sigue que el rango de A no 
excede dim E ni dim F. El rango de A es igual a la dimension de £ si, 
y sålo si, A es inyectiva. Y es igual a la dimensiån de F si, y sélo si, A 
es sobreyectiva. 

SiaeM(mxn) es la matriz de A relativamente a un par cual- 
quiera de bases U c E, V c F, el rango de A es la dimensiån del sub- 
espacio de R m generado por las columnas de a. Luego, el rango de A 
es el numero måximo de columnas linealmente independientes de la 
matriz a. 


Esta observacién nos lleva a definir el rango segun columnas de 
una matriz a e M (m x n) como el numero måximo de columnas li¬ 
nealmente independientes en a. Este numero es igual a la dimensiån 
del subespacio vectorial de R m generado por los vectores columna de 
a. (Espacio-columna de a.) 

Anålogamente, se define el rango segun filas de la matriz 
a e M(m x n) como el numero måximo de filas L.I. en a, o sea, como 
la dimensiån del subespacio vectorial de R” generado por los vectores 
fila de la matriz a. ( Espacio-fila de a.) 

Aun cuando el espacio-columna y el espacio-fila de la matriz a 
sean subespacios de espacios vectoriales distintos,. se cumple el si- 
guiente: 
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Teorema 8.2. Para toda matriz ae M (m x n), el rango segun sus fi¬ 
las y el rango segun sus columnas son iguales. 

Demostracion: Sea p el rango segun las columnas de la matriz 
a = [a,yjeM(m x n). Entonces existen p vectores w k = (b lfe .fa mfc ) 

e tales que cada una de las columnas Uj = (a^,..., a m jj , 1 < j < n , 
es combinacion lineal de u>j, w p : 

«/ = Z c kj w k> l<j*n. (*) 

k = \ 

Tomando la i-ésima coordenada de cada uno de los miembros de (*), 
vemos que 

a ij = Z c ki b ik = £ b ik c kj (**> 

Jc = l fr = 1 

para cualesquiera i, j con 1 < i < m y 1 < j < n. Considerando ahora los 
vectores-fila u, = (a,j,a,- n ) de la matriz a, juntamente con los vecto¬ 
res z k = (c kl 1 < k < p, observamos que la igualdad entre el 

primer y el tercer miembro de (**) significa que, para cualquier 
i = 1,..., m, se tiene 

p 

= E b <k z k’ 1< i < m . 

k = 1 

Asi, los vectores-fila de a son combinaciones lineales de z\ ,..., z p , por 
lo tanto, el rango de a segun filas es < p. Aplicando este resultado a 
la matriz a T (llamada la transpuesta de a), que tiene como filas las 
columnas de a y como columnas las filas de a, concluimos que el ran¬ 
go de a segun sus columnas es menor o igual al rango segun sus filas. 
□ 

Podemos entonces definir el rango de una matriz como el nu- 
mero måximo de filas, o de columnas, L.I. de esa matriz. Igualmente, 
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cuando la matriz es cuadrada (en cuyo caso sus filas y columnas per- 
tenecen al mismo espacio R n ) ; los subespacios generados por las filas 
y por las columnas respectivamente pueden ser diferentes pero tie- 
nen la misma dimension. 

Etfemplo 8.5 (Una aplicacidn del Teorema 8.2.) Sean f v ... , f m : E ->R 
funcionales lineales no nulas en el espacio vectorial £, de dimensién 
n. Vimos en el Ejemplo 6.10 que, para cada i = 1,..., m, el nucieo de 
fi es el subespacio vectorial, H ( = jue£; / ( (y) = 0} (hiperplano en 

£), de dimensién n -1. La interseccién de esos m hiperplanos es el 
subespacio vectorial F = Hj Q...f| H m , formado por los vectores oe£ 

que cumplen las condiciones f x (y) = 0. f m (v) = 0, simultåneamen- 

te. iCuål es la dimensidn del subespacio £?. Usando el Teorema 8.2 (y 
también el Teorema del Nucieo e Imagen), probaremos ahora que 
dim F = n - r, donde r es el måximo numero de elementos linealmente 
independientes en el conjunto { /j,..., f m }, esto es, la dimensién del 
subespacio de E* generado por estas funcionales. 

En efecto, fyemos una base V = {oj. v n } c £ y sea [a fl ,..., a (n ] 

la matriz de /, err esta base (i = 1.m). Tenemos a i} = Esto 

nos da una matriz a = e M (m x n), cuya i-ésima fila es la matriz 

de f t , luego el rango de a segun filas es r. Se sigue del Teorema 8.2 
que los vectores-columna utj, ... , w n de a generan un subespacio de 

dimensién r en R m . Ahora bien, el subespacio generado en R m por los 
Wj es la imagen de la transformacién lineal A - E -> R m , definida por 

A o = (/i (o),. -., f m (o)) para todo y e £. De hecho, 

AU I = (A(»i). 

= ( Q l;. Q m;) = W j • / = 1- 
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Evidentemente, el nucleo de la transformacién A es el subespacio F. 
En consecuencia, por el Teorema del Nucleo y de la Imagen, se tiene que 
dimF = dim E -dim lm(A) ~n-r. 


Ejemplo 8.6. El espacio-fila y el espacio-columna de la matriz 



son dos rectas distintas en R 


2 


Ejercicios 

8.1. Determine la matriz del operador lineal A:R 2 -> R 2 , relativa a 
la base canénica, sabiendo que A(l,l) = ( 2 , 3 ) y A(-l, 1) = (4,5). 

8.2. El producto vectorial de dos vectores v = (x, y, z) y iw = (x', y', z') 
en R 3 es, por definicion, el vector uxw = (yz' - zy', zx' ~ xz' , xy' - yx') : 
Fijado el vector u = (a , b , c) , determine la matriz, relativa a la base 
canénica, del operador A:R 3 -> R 3 , definido con A v = v x u. Descri- 
ba geométricamente el nucleo de dicho operador y obtenga la ecua- 
cién de su imagen. 

8.3. Determine la matriz del operador de derivacion D:£P n ->£P n 
relativa a la base jl, t, t 2 ,..., t n |. 

8.4. Considere los subespacios vectoriales F y G del espacio C co (R) 
cuyas bases son, respectivamente, los conjuntos { cos x, sen x } y 

| e K cos x, e x sen x,e 2x cos x, e 2x sen x, e 3x cosx, e 3x sen x |. 

Determine la matriz del operador de derivacion en cada uno de esos 
subespacios. 

8.5. Sea A: £ -» F una transformacién lineal de rango r entre espa- 
cios vectoriales de dimension finita. Pruebe que existen bases U = 

{ uj,..., u„ c £ y V = { uj. u m }cF, relativamente a las cuales la 

matriz a = a fJ j de A tiene a u = = a rr = 1 y los demås = 0. 
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8 . 6 . Halle el valor de x para el cual el operador P:R 3 R 3 , cuya 
matriz en la base canonica es 

1 i 

2 2 

o i; 


sea una proyeccidn. 



8.7. iCuål es la matriz, en la base candnica, del operador A: R 2 -> R 2 
talque A(Z, 3) = (2, 3) y A(- 3 , 2) = ( 0 , 0 )? 


8 . 8 . 


Calcule la n-ésima potencia de la matriz 


1 

0 


- 

a 

1 


8.9. Sea E-F 1 (BF 2 . Dado el operador lineal A :£->£, defina 
transformaciones lineales A u :F l -^F l , A 2l ■. F, F 2 , A n ■ F 2 -+F l y 

A 22 :f: 2-* F 2 1:3168 < 1 U6 > para todo v = v l + u 2 e £, con Uj e Fj y u 2 e F 2 , 
sea 


Au (^ll +J ^2l) u l + { A 12 + A 22) v 2 ■ 

Se dice entonces que 

^11 A 12 
a 21 a 22 ~ 

es la matriz del operador A relativa a la descomposicidn £ = Fj © F 2 . 
Dado otro operador lineal S: £ — > E, determine la matriz de BA rela¬ 
tiva a la misma descomposicidn. 

8.10. Con la notacidn del ejercicio anterior, sean a y b las matrices 
de A y B , respectivamente; relativas a una base Uj U U 2 c £, donde 
U i c Fj y U 2 c F 2 son bases. Pruebe que si 
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Ai 

Aj 2 



Ai 

®12 

a = 



y 

b = 




A 2 i 

a 22 



,®21 

B 22. 


entonces 


ba 


^11 ^11 + ^12 ^21 ^ H ^ 12 + ® 12^22 


L6 2i Ajl + B 2 2 A 2 1 B 21 Aj 2 + B 2 2 A 2 2j 
(Multiplicacién por bloques de matrices.) 

8.11. Sea a una matriz 5x5 cuyos elementos en la diagonal, y debajo 
de ella, son iguales a cero. Sin calculo alguno, infiera que a 5 = 0. 


8.12. Sea a una matriz m x n, con men, y b una matriz n x m. 

iPueden ab y ba ser ambas inversibles? £Una de ellas? ^Cuål? ^En 

qué condicion (es)? 

8.13. Asigne V(erdadero) 6 F(also): 

( ) Si A, B: £ -» £ son operadores del mismo rango r entonces el 

producto B A tiene rango r, 

( ) Si las matrices a,beM(mxn) tienen el mismo espacio-colum- 

na entonces ellas son matrices de la misma transformacion li¬ 
neal. 

( ) La matriz del operador lineal A: £ -> E relativamente a la base 

{, v 2 , t >3 .u n } difiere de la matriz del mismo operador en 

la base { ^2 < W I' y 3 .} P or permutacién de las dos prime¬ 

ras columnas. 

( ) Sean ae M (2 x 3 ) y b e M (3 x 2). Si a b = I 2 entonces b a = 1 3 . 

( ) Si la matriz a' se obtiene de la matriz a por una permutacién 
de sus filas entonces a' y a tienen el mismo rango. 

8.14. Pruebe las propiedades 1) a 7) de multiplicacibn de matrices, 

enunciadas a continuacién de la demostracién del Teorema 8.1, si- 
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guiendo la orientacién ahf proporcionada. En particular, demuestre 
que si a y b son matrices n x n con ba = I n entonces también 
a b = I n . (Vea el Corolario del Teorema 6.7.) 


8.15. Sean dados los vectores Uj,..., v n e R n . Si, para cada j = 1 .n, 

el ;-ésimo vector de la base candnica de R n se expresa como 


e ) = X l) u \ + "• + x n) v n • 

pruebe que x = [ x i; . ] es la inversa de la matriz que tiene Oj, ... , u n 
como vectores-columna. 


8.16. Determine la inversa de la matriz 
0 e M (r x s). 



O 

h 


donde a e M (s x r) y 


8.17. Sean a eM(mx m) una matriz de rango ry beM(nxn) una 
matriz de rango s. Pruebe que la matriz (m + n) x (m + n) siguiente 
tiene rango r + s 

a 0 

0 b 

El simbolo 0 en la primera fila representa la matriz nula mxn, 
En la segunda fila, OeM(nxm), 

8.18. Dadas a e M(m x m), b e M(n x n) y c e M(m x n), con rango 

de a = r y rango de b = s, £qué rangos puede tener la siguiente ma¬ 
triz? 


a c 
0 b 


8.19. Sea 


a b 
|_c dj 
la base candnica. 


, con b# 0, la matriz de un operador A: R 2 -4 R 2 en 
Halle una base de R 2 en la cual la matriz de A sea 
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0 1 
bc-ad a + dj 

8.20. Halle la matriz de la proyeccién P:R 2 -»R 2 , P(x,y)= (x,0), 
relativa a la base { u, v } c R 2 , donde u = (1,1) y v = (1, 2). 

o O 

8.21. Sabiendo que la matriz del operador A: R -> R relativa a la 
base {u,o, u>}c R 3 , donde u = (1,1,1), o = (1,2,1), tu = (1,1,3), es 

3 13' 

0 2 0 , 

-1 -1 -1 


1 

2 


determine la matriz de A relativa a la base canénica de 


R 3 


8.22. Obtenga las bases UcR 2 y VcR 3 respecto de las cuales la 
matriz de la transformacién lineal A:R 2 ->R 3 , definida mediante 
A(x, y) = (2x + y, 3x - 2y,x + 3y), tiene las filas (1,0), (0,1) y (0,0). 


8.23. Suponga que los operadores lineales A, B : E -> E tienen la mis- 
ma matriz a = en relacién a las bases U,V c £. Pruebe que exis- 
te un isomorfismo C.E->E tal que 6 = C AC _1 . 

8.24. Sea A:R 2 -> R 2 el operador cuya matriz en la base canénica es 


Pruebe que si 


0 1 

-1 0 



a l2 


°21 a 22 
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es la matriz de A relativa a una base cualquiera de R 2 , entonces 
a I2 * 0 6 a 21 * 0. (En otras palabras, ninguna matriz de A es diago¬ 
nal.) 

8.25. Considere las transformaeiones lineales 

A:R n+1 -*<P n , A(a 0 ,a 1 = a 0 +a 1 x+ + a„x" 

B:£P„-»R"* 1 > Bp(x) = (p(0),p(l).p(„)). 

Determine la matriz de BA :R n+1 ->R n+1 (en la base canénica) y 
pruebe que es una matriz inversible. 

8.26. Sea a la matriz n xn cuyas filas son los vectores Uj = (1, 2,,n), 
v 2 = (n +1, n + 2,..., 2n), etc. Pruebe que el rango de a es igual a 2 y 
que el subespacio de R n generado por sus filas coincide con el subes- 
pacio generado por sus columnas. 

8.27. Pruebe que una matriz c = [ c t) ] e M(mxn) tiene rango 1 si, y 
sélo si, existen vectores a = fa ,..., a m ) e R m y b - (b : ,..., b n ) eR", 
no nulos, tales que c t j ~a t - bj para cualesquiera i ,j. 

8.28. Asigne V(verdadero) o F(also): 

( ) Toda matriz es suma de matrices de rango 1. 

( ) El conjunto de las matrices de rango Jc en M(m x n), es un sub¬ 
espacio vectorial. 

( ) La matriz 

Xj x 2 x n ' 

v\ V 2 ••• y n . 

tiene rango 2 si, y sélo si, existen i, j, tales que x ( * Xj y ( . 

( ) Si A: E -* £ es un operador lineal de rango 1 entonces 

£ = N(A) © Jm(A). 
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g,2ft T Pruebe que una matriz mxn tiene rango r si, y s61o si, es posi- 
ble seleccionar r filas y r columnas (pero no mås) de modo que los 
elementos comunes a ellas formen una matriz inversible rxr, [Suge- 
rencia: reduzca al caso r = min { m, n } y aplique el Teorema 8.2.] 

8.30. Sean / lt ... , f m : £ -> R funcionales lineales en el espacio vecto- 
rial £ de dimension n. Suponga que estas funcionales generen en 
E* = X. (£; R) una variedad afin de dimensién r. Pruebe que el con- 
junto F, formado por los vectores u e £ tales que 

/l(y) = ki°) = ■- = fm ( u )’ 

es un subespacio vectorial de dimensién n - r +1. 

8.31. Una matriz n x n se llama un cuadrado mdgico si la suma de 
los elementos de cada una de sus filas, de cada columna, de la diago¬ 
nal principal y de la otra diagonal (en total 2n + 2 sumas) son igua- 
les. Pruebe que, si n >: 3 , el conjunto Q n de los cuadrados mågicos 
nxn es un subespacio vectorial de dimensién n 2 ~2n del espacio 
M(n x n). [Sugerencia: use los Ejercicios 8.30, 3.32 y 3.33]. 

8.32. En conformidad con el ejercicio anterior, determine los ocho 
elementos restantes de la matriz 4x4 siguiente, de modo que obten- 
ga un cuadrado mågico 

1 2 3*' 

4\ 5 6 * 

7 8 * * 

* * * * 

8^3. Calcule el rango de la matriz 

1 2 3 
4 5 6 

2 10 

y pruebe que el subespacio generado por sus filas es diferente del ge¬ 
nerado por sus columnas. 
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8*34. Obtenga mimeros a, b, c, tales que ax + by + cz = 0 sea la 
ecuacidn del plano generado por las columnas de la matriz 

1 1 1' 

12 3. 

2 3 4 

w J 

8.35. Sea A : £ -> £ un operador lineal en el espacio vectorial £, de 
dimensidn finita. Suponiendo que A no es un multiplo del operador 
identidad, demuestre que existen bases de £ del tipo {u, Au,..,} y 
{u,2Au,...}. Relativamente a estas bases, las matrices de A son di- 
ferentes. Infiera que los operadores al son los unicos cuya matriz no 
depende de la base elegida y que las matrices del tipo a l n son las 
unicas que conmutan con todas las matrices inversibles n x n. 

8.36. Sea a una matriz triangular (esto es, a jy = 0 si i < ;) n x n, cu- 
yos elementos de la diagonal son todos iguales a cero. Muestre que 
a n = 0. [Sugerencia: considere el operador A:R" -► R n cuya matriz en 

la base candnica es a.] 

> 

8.37. La traza de una matriz cuadrada a = e M(n x n) es, por de- 
finicidn, la suma tr a = aj j + ■ • • + a nri de los elementos de su diago¬ 
nal. Pruebe que tr (a b) = tr (ba) e infiera que todas las matrices del 

mismo operador A :£—>£, en un espacio £ de dimensidn finita, tienen 
la misma traza, lo que se indica con la notacidn tr A. 

8.38. Pruebe que la traza de un operador lineal idempotente P: £ -> £ 
es un mimero entero, igual a su rango. 

8.39. Sea c = [c^j e M(nxn) una matriz de rango 1. Demuestre que 
c 2 ~ (tr e) ' c y, mås generalmente, que para cualquier n>l, c" = 
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8.40. Sean U,VyW bases finitas del espacio vectorial £. Si p , q son, 
respectivamente, las matrices de paso de U a V y de V a W, pruebe 
que las matrices de paso deUaWydeVaU son, respectivamente, 

pq y p _1 

8.41. Pruebe que el rango de la transformacidn lineal B A es menor o 
igual que el rango de A y que el rango de B. Dé un ejemplo en el que 
rango de A = rango de B > rango de BA. 

8.42. Dada la transformacidn lineal A :E-> F, entre espacios de dimen- 
sién finita, sean EjcEy^cF subespacios tales que £ = -Af(A) © E 1 
y F = Im(A) © Fj. Tome bases U c E y V c F cuyos primeros elemen¬ 
tos formen, respectivamente, una base de jV(A) y una base de 
Jm(A). iQué forma tiene la matriz de A, relativa a U y V? 

8.43. Sean A:E -> F y B F —>G transformaciones lineales entre es¬ 
pacios vectoriales de dimensidn finita. Si B es inyectiva, pruebe que 
el rango de BA es igual al rango de A. ^Qué condicidn sobre A asegu- 
ra que el rango de B A sea igual al de B? 

8.44. Si £ tiene dimensidn finita, pruebe que no existen operadores 
lineales A, B: E -> £, tales que AB-BA = I o tales que AB-BA 
sea una proyeccidn. (Use la traza. Compare con el Ejercicio 5.13). 

8.45. Sean V, V' c £, y W, W c F bases finitas, y p, q , las matrices 
de paso de \/ a V' y de VJ a W' , respectivamente. Dada la transfor- 
macidn lineal A:£-+ F; sean a y a', respectivamente, las matrices 
de A relativas a las bases V, W y V' , W. Pruebe que p es la matriz 
de I E en las bases 1/', V y q la matriz de I F en las bases W‘ , W. 
Use las igualdades A-A1 E y A = J r A para probar que ap y qa' 
son iguales a la matriz de A en las bases V' , W. Obtenga asi una 
nueva deduccidn de la fdrmula a' = q 1 ap. 
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Esta seccion presenta aspectos computacionales de temas tratados 
hasta aqui. Desde el punto de vista del encadenamiento logico, su lec- 
tura no es necesaria para la comprension de las siguientes secciones 
(salvo en lo referente a la Seccidn 17 que, a su vez, casi no influye en 
las que le siguen). Sin embargo, su valor educativo es inestimable 
pues exhibe un proceso simple y bien presentado para responder a 
preguntas naturales sobre subespacios, transformaciones lineales, sis¬ 
temas de ecuaciones y matrices. 

A continuacién estudiaremos aigunas cuestiones de naturaleza 
pråctica que se resolveran con el uso del tradicional y eficiente méto- 
do de eliminacién. 

9.A. Dlmensién del subespacio generado por m vectores 

La primera cuestién que abordaremos es el problema de determinar 
la dimensidn del subespacio generado por m vectores v lt , v en el 
espacio vectorial E. Por simplicidad, pero sin pérdida de generalidad, 
supondremos que E es el espacio euclideano R". En otras palabras| 
queremos hallar el numero r tal que r de los vectores dados son li¬ 
nealmente independientes, mientras los demås son combinaciones li¬ 
neales de ellos. 

El criterio båsico a utilizar es evidente: si uno de los vectores 
dados, digamos Dj, tiene una de sus coordenadas, por ejemplo la j- 
ésima, diferente de cero pero todos los demds vectores o?, ... v tie- 
nen la j-ésima coordenada nula entonces Uj no es combinacion lineal 
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de v 2 , •" » u m- Resulta asf del Teorema 3.2 (o mejor, de la observacibn 
que le sigue) que si cada uno de los vectores no nulos ,... , w r tiene 
una coordenada diferente de cero, y la misma coordenada es cero en 
todos los vectores siguientes a él en esa lista, entonces {u; 1 ,..., w r } es 

L.I. 

Ejemplo 9.1. Sean los vectores = (0,1, 2,3,4), v 2 = (0,0,1, 2,3) y 
u 3 = (0,0, 0,0,1). En este caso, la segunda coordenada de i?! es 1 
pero las segundas coordenadas de v 2 y u 3 son nulas. La tercera coor¬ 
denada de v 2 es 1 pero la tercera coordenada de u 3 es cero. Luego 
{w x , u 2 ,u 3 } c: R 5 es un conjunto L.I. 

El criterio enunciado previamente al Ejemplo 9.1, que garanti- 
za la independencia lineal de los vectores ujj, ... , w r e R n , también 
puede expresarse asf: la primera coordenada no nula de cada w t tiene 
fndice menor que la primera coordenada no nula de cada uno de los 
vectores subsiguientes io i+1 ,..., w r . 

Si, para cada i = 1.r, escribimos w, = (a^ ,..., a in ), tendremos 

una matriz a =[dy ] 6 M(r x n), cuyos r vectores fila son uq, ... , w r . 

Diremos que esta matriz es escalonada si el primer elemento no nulo 
de cada una de sus filas estå a la izquierda del primer elemento no 
nulo de cada una de las filas subsiguientes y, ademas, las filas nulas 
(si las hay) estån debajo de las demås. 

Con esta definicidn, podemos decir que las filas no nulas de una 
matriz escalonada son vectores linealmente independientes. Es decir, 
una matriz escalonada r x n tiene rango r si sus filas son todas dife- 
rentes de cero. 

Ejemplo 9.2. Las matrices siguientes son escalonadas: 

0 12 3 1' 

0 0 4 5 2 

’ 0 0 0 6 3'' 

0 0 0 0 0 


13 7 2 
0 2 5 1 
0 0 0 3 
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Ambas tienen rango 3. 

Dados los vectores oj,... ,i) m eR", vamos a alterarlos paso a pa- 
so de modo que, en cada etapa, los vectores obtenidos generen el 
mismo subespacio que los de la etapa anterior y, al final, los vectores 
resultantes formen las filas de una matriz escalonada. De todos estos 
vectores, los no nulos formarån una base del subespacio generado por 
los vectores originalmente dados. 

Las siguientes modificaciones, llamadas operaciones elementa- 

les, llevan los vectores v v ... , u m e R n en vectores v{ . o' m e R n , que 

generan el mismo subespacio: S(u{.Dj = S(u 1 ,...,u m ). 

(1) Intercambiar la posicidn de dos vectores u ; , Uj (i < j ) en la lista 
dada. Esta operacidn se esquematiza asi 



.,u. 


'(>•••' v )' 


»-> («1.^..U m ). 


(2) Sumar a uno de los vectores un multiplo de otro vector de la lis¬ 
ta, o sea, sustituir v } por uj = Uj + av t , i * j. 

Para justificar la operacidn (2), sean V - (uj,..., u m ) y V' = 

( u l > > v 'j »>°m). Evidentemente S(V') <r S(V). Ademås, como 

V) -v'j - a v„ se sigue que S(V) c S(V'). Luego V y V' generan el mis¬ 
mo subespacio: S(\/) = S(V'). 

En términos de la matriz cuyas filas son los vectores dados, es- 
tas operaciones elementales se expresan asf: 

(1) Intercambiar la posicidn de dos filas. 

(2) Sumar a una fila un multiplo de otra. 

Por lo tanto, el subespacio generado por las filas (o sea, el espa- 
cio-fila) de una matriz no se altera cuando esas dos operaciones ele¬ 
mentales son aplicadas a dicha matriz. 

Describiremos a continuacidn el proceso de elimination (o esca- 
lonamiento) el cual, mediante aplicaciones sucesivas de las dos ope- 
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raciones elementales a las filas de una matriz, produce una matriz 
escalonada. El procedimiento es el siguiente: 

(a) Si au *0, se empieza dejando invariable la primera fila y su- 
mando a cada fila L ( , con i > 2, el producto de la primera fila por 
-a f i/an. Se obtiene asi una matriz cuya primera columna es 
(a 11 ,0,...,0). 

(b) Si a n = 0, un intercambio de filas formard una matriz con 
Ojj * 0, siempre que la primera columna no sea nula. Pero, si to¬ 
dos los elementos de la primera columna son ceros, se pasa a la 
segunda columna o, mås generalmente, a la columna mås prdxi- 
ma, a la derecha de la primera, en la que exista aigun elemento 
no nulo y se opera como antes, de modo que se obtenga una ma¬ 
triz cuya primera columna no nula empiece con un elemento * 0 
pero todos los demås sean ceros. A partir de ahi no se opera mås 
con la primera fila. Se reinicia el proceso, operando con las filas, 
a partir de la segunda, hasta obtener una matriz escalonada. 

E|jemplo 9.3. Sean los vectores: 

uj =(1,2,3,4), 
v 2 = (5,6, 7, 8) y 
u 3 = (9,10,11,12) 

en R 4 . Indicamos luego la secuencia de operaciones elementales efec- 
tuadas sobre la matriz cuyas filas son estos vectores, resultando una 
matriz escalonada: 


1 

2 

3 

4' 


5 

6 

7 

8 

4-9^ 

9 

10 

11 

12 


2 

-4 

-8 


3 4 

-8 -12 

-16 -24 


L 3 - 2L 



2 

-4 

0 


3 

-8 

0 


4 


-12 

0. 
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Como la matriz escalonada final tiene dos filas diferentes de cero, los 
tres vectores dados generan, en R 4 , un subespacio vectorial de di- 
mensidn 2. Ademds, w x »(i, 2,3,4), w 2 = (o, - 4, -8, -12) forman una 
base de dicho subespacio. 

En el Ejemplo 9.3, la notacidn L f + et L s significa que la matriz 
a la derecha fue obtenida de la matriz a la izquierda, sumando a la t- 
ésima fila el multiplo a Lj de la j-ésima fila. En lo siguiente, conti- 
nuaremos usando esta notacidn. Anålogamente, se usa la notacidn 
L t <-*L] para indicar el intercambio de la fila i por la fila j. 

Ejemplo 9.4. Consideremos los vectores Uj = (o, l, 2 , 3 ), v 2 = ( 2 ,1,3, 0 ), 
u 3 ~ (3> 4, 2,0) y 04 = (4, 2,0, l) en R 4 . Indicamos luego la secuencia de 
operaciones elementales efeetuadas sobre la matriz que tiene esos 
vectores como filas, a fin de obtener una matriz escalonada 


0 

1 

2 

3 




‘2 

1 

3 

0" 




2 

1 

3 

0 


^2 

<-> Li 
- - — > 

0 

1 

2 

3 


£-3 

-fLi 

3 

4 

2 

0 




3 

4 

2 

0 


u 

— -> 

-2Li 

4 

2 

0 

1 




4 

2 

0 

1 



'2 

1 

3 

01 



'2 

1 

3 


0 ’ 



0 

1 

2 

3 


l 3 

-ft.2 _ 

0 

1 

2 


3 

U- 

-K 3 

0 

0 

5 

2 

0 

5 

2 

-6 

0 

1. 


0 

0 

0 

0 

15 

2 

-6 


15 

2 

1 

-> 


2 13 O ' 

0 12 3 

o o -is _iå ■ 

2 2 

000 7 

En conclusidn: los cuatro vectores dados son L.I., por tanto constitu- 
yen una base de R 4 . Ademås, se tiene que los vectores toj = (2,1,3,0), 

w 2 = (o, 1 , 2 ,3), w 3 = (o, 0 , y w 4 = (o, 0 , 0 , 7) también forman 

una base de R 4 . 
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9.B. Célculo del rango de una transformacibn lineal 

La respuesta a la cuestidn planteada en 9A. permite determinar el 
rango de una transformacién lineal A : R n -*■ R m e inclusive una base 
para lm(A). Tal base puede formarse con las columnas no nulas de 
una matriz escalonada, obtenida de la matriz de A por medio de ope- 
raciones elementales efectuadas sobre sus columnas. O, como antes, 
podemos operar sobre las filas de la transpuesta de la matriz de A 
(pues las filas de la transpuesta son las columnas de la matriz dada). 
jNo habrå confusidn si recordamos que la base de Im(A) se forma 
con vectores de R m , no de R"! Si m = n, se debe tener cuidado, pues la 
imagen de A es generada por los vectores-columna de su matriz y no 
por los vectores-fila. 

Ejemplo 9.5. Obtenga una base para la imagen de la transformacidn 
lineal A: IR 3 -> R 4 , definida por 

A(x, y,z) = (x+ 5y + 9z,2x + 6y + 10z,3x + 7y + llz,4x + 8y +12 z). 

Tenemos Ae l = {l, 2, 3, 4), Ae 2 = (5,6,7, 8) y Ae 3 = (9,10, li, 12), de 
modo que la imagen de A es generada por los vectores Oj, v 2 , U 3 del 
Ejemplo 9.3. Resulta de aquel ejemplo que A tiene rango 2 y los vec¬ 
tores loj = (l, 2 ,3,4), w 2 - (o, -4, - 8 , - 12 ) forman una base de Im(A). 
Observe que la matriz del Ejemplo 9.3 no es la matriz de A pero si es 
su transpuesta. 

9.C. Resolucibn de sistemas lineales 

El método de eliminacidn, aunque simple e ingenuo, es la manera mås 
eficaz de resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgni- 
tas, presentåndolo en la forma matricial ax = b, donde ae M(mxn), 
x eM(n xl)ybeM(mxl). 

Resulta de las nociones generales hasta aqui estudiadas que el 
sistema a x = b posee solucidn si, y sdlo si, el vector b e R m , corres- 
pondiente a la matriz b, pertenece a la imagen de la • transformacion 
lineal A:R n -> R m , cuya matriz (en las bases candnicas de R n y R m ) 


es a. 
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En otras palabras, el sistema ax = b posee solucién si, y sélosi, 
el vector b e R m (correspondiente a la matriz b) pertenece al subes- 
pacio generado por las columnas de a. Esto equivale a decir que la 
matriz aumentada [a; b] e M (m x (n +1)) tiene el mismo rango que la 
matriz a del sistema. 

Una afirmarién mås completa es la siguiente: el sistema Ax = b 
no tiene solucién si belm(A), posee una unica solucién cuando 
b elm(A) yAes inyectiva, y tiene infinitas soluciones, si b elm(A) 
y A no es inyectiva. (Vea el Teorema 6.4.) 

En términos matriciales, el sistema ax = b, con a eM(m x n), 
x g M (n x 1) y b c M(mxl), admite las siguientes alternativas: 

(1) No tiene solucién cuando el rango de la matriz aumentada [a; b] 
es mayor que el rango de a; 

(2) Tiene una unica solucién si la matriz a y la matriz aumentada 
[a; b] tienen el mismo rango, igual al numero n de incégnitas; 

(3) Tiene infinitas soluciones si rango [a; rango a =r < n. En 

éste caso, el conjunto de las soluciones es una variedad afin de 
dimensién n - r. 

Lo que acabamos de decir es, mås o menos, un resumen de lo 
que ya vimos antes. Se trata de una discusién aclaratoria desde el 
punto de vista teérico, pero que no ensena cémo reconocer, en la pråc- 
tica, en cuål de los casos estå un sistema dado y, mucho menos, cémo 
obtener sus soluciones, si existen. Esto ultimo se hace con el método 
de eliminacién, obteniendo la matriz escalonada de la matriz aumen¬ 
tada del sistema. 

El proceso de eliminacién se basa en la observacién de que al 
efectuar una operacién elemental sobre las filas de la matriz aumen¬ 
tada [a ; b] se obtiene una matriz [a';b'j que es la matriz aumenta¬ 
da de un sistema a'x = b\ equivalente al sistema original ax = b. 

(Se dice que dos sistemas son equivalentes si tienen el mismo coryun- 
to de soluciones). 
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Al final del proceso, se obtiene un sistema a' x = b\ equivalente 
al sistema propuesto a x = b , en el que la matriz [a' ; b'] es escalona- 
da. (Esto es lo mismo que decir que a' es escalonada.) El sistema 
a'x = b' se resuelve fécilmente de abajo hacia arriba: se halla prime¬ 
ro el valor de la ultima incégnita, se la sustituye por ese valor en la 
ecuacién anterior y asi sucesivamente. 

Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 9.6. Consideremos el sistema 

y + 2z + 3t 

2x + y + 3 z 

3x + 4y + 2z 

4x + 2y + t 

El escalonamiento de la matriz aumentada se realiza asi: 


= 1 
= 1 
= 1 

= 1 . 


0 12 3 1 

2 13 0 1 

3 4 2 0 1 

4 2 0 1 1 


‘ 21301 ' 
0 12 3 1 

3 4 2 0 1 

4 2 0 1 1 


[2 1 3 0 11 


f2 1 3 0 1] 


0 

0 

0 


1 2 3 

5 _5 0 

2 2 

0-6 1 



0 12 3 1 

0 0 -f -f -3 
0 0 0 7 | 


Se obtiene asi la matriz aumentada del sistema 


2x + y + 3z = 1 

y + 2z + 3t - 1 
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Resolviendo el sistema de abajo hacia arriba, tenemos: t = ~, 

5 5 ’ 

y = 0, x = -g-. Esta es la unica solucidn del sistema dado. Como la ma- 

triz del sistema tiene rango 4, la solucidn existe y es unica, cualquie- 
ra que sea el segundo miembro. 

Ejemplo 9.7. Sea el sistema 

x + 2y - 3z = 4 

2x + 3y + 4z = 5 

4x + 7y - 2z = 12. 

El escalonamiento de su matriz aumentada es el siguiente: 


'1 

2 

-3 

4' 


"1 

2 

-3 

4' 


'1 

2 

-3 

4' 

2 

3 

4 

5 

—> 

0 

-1 

10 

-3 

— > 

0 

-1 

10 

-3 

4 

7 

-2 

12 


0 

-1 

10 

-4 


0 

0 

0 

-1 


Por tanto, el sistema dado es equivalente a: 

x + 2y - 3z = 4 

y + lOz - -3 
Ox + Oy - Oz = -1 

lo que es, obviamente, absurdo. En consecuencia, el sistema dado no 
tiene solucidn. [Podriamos håber llegado a la misma conclusidn ob- 
servando, como en el Ejemplo 9.5, que la imagen del operador 
A : R 3 -> !R 3 , cuya matriz tiene columnas = (1, 2,4), v 2 = {2,3,7) y 
u 3 = 4,-2), es un subespacio de dimension 2 en R 3 del que los 

vectores - (1,2, 4) y w 2 = (0,1,1) forman una base, y que el vector 
b = (4, 5,12) no es, ciertamente, combinacidn lineal de w j y u/ 2 J. 

Ejemplo 9.8. Sea el sistema 

x + 2y + 3z + 4t = 1 

5x + 6y + 7z + 8( = 2 

9x + lOy + llz + 12 1 = 3 . 
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El escalonamiento de su matriz aumentada sigue el esquema: 


'1 

2 

3 

4 

f 


*1 

2 

3 

4 

1' 


'1 

2 

3 

4 

r 

5 

6 

7 

8 

2 

—> 

0 

-4 

-8 

-12 

-3 

—► 

0 -4 

-8 

-12 

-3 

9 

10 

11 

12 

3 


0 

-8 

-16 

-24 

-6 


Lo 

0 

0 

0 

0 


La ultima matriz obtenida es la matriz aumentada del sistema 

x + 2y + 3z + 4t = 1 

-4y - 8z - 121 = -3, 

o 

x + 2y = -3z- 41 + 1 

- 4y = 8z + 121 - 3. 

Este sistema puede ser resuelto de abajo hacia arriba (ignorando que 
z y t son incégnitas) y nos da la solucién: 

y = -2z-3t + -|, x = z + 2t-^. (*) 

Por tanto, el sistema dado posee infinitas soluciones que pueden ob- 
tenerse dando valores arbitrarios a z y t y calculando x e y en fun- 
cién de ellas por medio de las dos liltimas igualdades. Observe que 
las igualdades (*) son las ecuaciones de la variedad aflin de dimensién 
2 en el espacio IR 4 , formada por todas las soluciones del sistema dado. 
Escribiendo el sistema original en la forma Au = b, donde A : R 4 —* R 3 
es la transformacién lineal cuya matriz tiene las filas (l,2,3,4), 
(5,6,7, 8), (9,10,11,12) y b = (l,2,3), esta variedad afin, formada por 
todos los vectores 

v = (z + 2t —|-,-2z —3f + -|,z,t) e IR 4 

donde z, t son numeros reales arbitrarios, es el cohjunto de todos los 
vectores u eR 4 tales que Au = b. 
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Observacién: El conjunto F = {(z + 2t, - 2z -3t, z, t) eR 4 ; z, t e R} 

es un subespacio vectorial de R 4 , nucleo de la transformation lineal 
A:R 4 -*■ R 3 recientemente considerada. Una base de F la forman los 
vectores uq = (l, - 2, i, o) y w 2 = (2, - 3, 0, l), obtenidos haciendo z = 1, 
1 = 0 y después z = 0, t = 1 en la expresién de los vectores de F. De 
modo general, para obtener una base para el nucleo de un operador 
^ : R n se debe resolver por escalonamiento el sistema A x = 0. 

Ejemplo 9.9. Hallar una base para el nucleo de la transformation li¬ 
neal A: R^ R 3 cuya matriz (en las bases can6nicas) es 

12 3 12' 
a = 3 4 5 3 4. 

10-11 0 

El nucleo de A es el conjunto de las soluciones * = (xj, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) 
del sistema lineal homogéneo 

*1 + 2X2 3x 3 + x 4 + 2x 3 = 0 

3 x 1 + 4x 2 + 5x 3 + 3x 4 + 4x 5 = 0 

*1 “ *3 + X 4 = 0 . 

Para sistemas homogéneos, no hay necesidad de considerar la matriz 
aumentada. El escalonamiento de la matriz a se realiza segun el es- 
quema 

‘12 3 1 21 ri 2 3 1 2] [I 2 3 1 2“ 

34 534 -+ 0 -2 -40 -2 -> 0-2-40-2 
10-1 1 0J 0 -2 -4 0 -2 0 0 0 0 0 

Por tanto, el sistema homogéneo inicial es equivalente al sistema es- 
calonado 

+ 2 x 2 + 3x 3 + x 4 + 2x 3 = 0 

- 2x 2 + 4x 3 - 2x 5 = 0, 




- 2x z = 4 x 3 + 2x s . 


Resolviendo (considerando x 3 , x 4 y x 5 como conocidos), tenemos 
x 2 = - 2x 3 - x 5 y = x 3 - x 4 . En conclusién, el nucleo de la trans- 
formacién lineal A esta formado por todos los vectores x = (x 3 - x 4 , 
-2x 3 -x 5 ,x 3 ,x 4 ,x 5 ), tales que x 3 , x 4 y x 5 son numeros arbitra- 
rios. Una base del nucleo se logra, si se hace sucesivamente (x 3 , 
x 4 ,x 5 ) = (l, 0 .o), (x 3 ,x 4 ,x 5 ) = (0,1,0) y (x 3 ,x 4 .x 5 ) = (o.o.i). Expli- 
citamente, esta base esta constituida por los vectores w 1 =(l,-2. 
l.o.o), w 2 =(-i, 0.0,1.o) y U ) 3 =(o,-i. 0 . 0 . 1 ). 

9.D. El método de Gauss-Jordan 

La cuarta aplicacion que haremos del método de elimination es el 
célculo de la inversa de una matriz (inversible) a eM(nxn). Sin em¬ 
bargo, debemos advertir que la determination de la inversa no es ne- 
cesaria para resolver el sistema a x = b. La expresién x = a" 1 • b para 
resolver el sistema es de gran elegancia y significado teérico pero, en 
la préctica, la obtencién explicita de la inversa a _1 requiere de la 
solucién de n sistemas lineales. Convengamos que esto seria un modo 
poco eficaz de resolver un unico sistema. 

En efecto, examinando columna por columna cada miembro de 
la igualdad a a -1 = l n , vemos que la j-ésima columna de a' 1 es la so- 
lucién del sistema ax = e;. En consecuencia, el cålculo de la inversa 
a" 1 equivale a resolver los n sistemas lineales a x = c } ,, a x = e„. 

El método de eliminacion que venimos utilizando es llamado 
“método de Gauss”. También existe, el “método de Gauss-Jordan”. 

Con el método de Gauss-Jordan se continua la eliminacion ini- 
ciada por el método de Gauss, obteniendo al final una matriz escalo- 
nada, con la propiedad adicional de que, arriba y abajo del primer 
elemento no nulo de cada fila, todos los elementos son ceros. Si la ma¬ 
triz es (cuadrada e) inversible, el primer elemento no nulo de cada 
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fila de la matriz escalonada esté en la diagonal. Por lo tanto, en este 
caso, el método de Gauss-Jordan produce una matriz cuyos elementos 
no nulos constituyen la diagonal. 

Veamos un ejemplo de aplicacién del método Gauss-Jordan. 

Ejemplo 9.10. En el Ejemplo 9.4, el método de eliminacién de Gauss 
operé, en sfntesis, la siguiente transformacién por medio de operacio- 
nes elementales sobre las filas: 


'0 12 3' 


'2 1 3 0* 

2 13 0 


0 12 3 

3 4 2 0 

—> 

o 

o 

i 

i 

.4 2 0 1 


o 

o 

o h 


El método de Gauss-Jordan continua aplicando las operaciones ele¬ 
mentales sobre las filas,' para asf anular también los elementos de 
cada columna situados encima de la diagonal. Se prosigue, con las si- 


guientes operaciones elementales: 







'2 1 

3 

0' 


'2 

0 

1 

— 

3" 


0 1 

2 

3 

L 1 ~ L 2 j 

0 

1 

2 


3 

7-1 

0 0 

15 

2 

15 

2 


0 

0 

_ 15 

2 

15 

2 

-» 

7-2 + ^7. 3 

0 0 

0 

7j 


0 

0 

0 


7j 


'2 0 

0 

-4" 


'2 

0 

0 

0' 



0 1 

0 

1 

L 1 + 7 L 4 j 

0 

1 

0 

0 



0 0 

15 

2 

15 

2 


0 

0 

-lå 

2 

0 

* 


0 0 

i 

0 

1 

1 

L 3 

0 

0 

0 

7 




Por lo tanto, esta ultima matriz diagonal resulta de la matriz 
inicial por aplicacién sucesiva de operaciones elementales sobre sus 
filas. 
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Ademås existe una tercera operacién elemental ( no menciona- 
da aun porque no ha sido necesario) que también tiene la propiedad, 
cuando se aplica a las filas de una matriz, de no alterar su espacio- 
fila. Es la siguiente: 

(3) Multiplicar una fila por un numero diferente de cero. 

Aplicando esta operacién a las filas de la ultima matriz del 
Ejemplo 9.10, obtenemos la matriz identidad. (Multiplique la primera 
fila por 1/2, la tercera por -2/15 y la cuarta por 1/7.) 

El método de Gauss-Jordan proporciona inmediatamente la 
solucién del sistema a x = b, sin necesidad de efectuar, al final, la re- 
solucidn de abajo hacia arriba. En efecto, después de Uevar a cabo 
cualquier secuencia de operaciones elementales (inclusive la tercera) 
sobre las filas de la matriz aumentada, obtenemos siempre un siste¬ 
ma equivalente a'x = b'. Si la matriz a es inversible, el proceso de 
Gauss lleva a una matriz escalonada con todos los elementos en la 
diagonal no nulos. Prosiguiendo con Gauss-Jordan, llegamos a un sis¬ 
tema a’x = b', equivalente al original, con a' = I„, luego x = b', lo 
que nos da la solucion x directamente. 

Asf, la solucidn del sistema ax = b es la ultima columna de la 
matriz [a r ; b'], que resulta aplicando la eliminacidn de Gauss-Jordan 
a la matriz aumentada [a; b] hasta obtener a' = I n . 

En particular, tomando b = ej (j-é simo vector de la base candni- 
ca de R n ), la solucidn x de la ecuacidn ax = e ; , que es la j-ésima co¬ 
lumna de a’ 1 , se obtiene efectuando operaciones elementales sobre 
las filas de la matriz aumentada [a;e ; ] hasta reducirla a [l n ;x]. 

Como esas operaciones dependen solo de la matriz a pero no de j, se 
sugiere el siguiente topico 

9.E. Método pråctico para calcular la inversa a 1 

Se aumenta la matriz identidad I n a la derecha de a, de modo que se 
tenga una matriz aumentada n x 2n : 
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°11 

°12 • 

” <*1 „ 

1 

0 • 

•• 0 

a 2\ 

a 22 • 

^2n 

0 

1 .. 

• 0 

a nl 

a n2 • 

" a nn 

0 

0 

• 1 


En seguida se aplican operaciones elementales a las filas de esta ma- 
triz aumentada de modo que la matriz a se reduzca a la identidad I n , 
llegåndose a: 


1 

0 

... 0 

*11 

*12 • 

•• *ln 

0 

1 

... 0 

*21 

*22 • 

- *2n 

0 

0 

... 1 

*nl 

*n2 • 

■ *rin 


La matriz a la derecha, es la inversa de a. 

Ejemplo 9.11. Damos ahora un ejemplo de c6mo obtener la inversa 
de una matriz, segun este método. 


'2 4 3 

1 0 o’ 


2 4 3 

1 0 0 

0 1 -1 

o 

o 


rH 

1 

O 

0 10 

3 5 7 

o 

o 

1-- 


0 -1 s 

-I o 1 


2 4 3 

1 0 0 


2 0 7 

0 1 -1 

0 1 0 

—> 

0 1 -1 

i- 

o 

o 

N3lOJ 

-3 1 1 

2 1 


.0 0 1 


-4 0 
1 0 
1 1 
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-1 

ro 

0 

0 

8 _14" 

3 3 


O 

O 

r-H 

4 -11 -Il 

3 3 

010 

-> ! ! 

—» 

0 1 0 

_1 5 2 

3 3 

0 0 I 

L 4 

-f 1 1 . 


0 0 1 

_i 2 2 

3 3 . 


Por lo tanto 


'2 4 3 ' 

-1 

4 -¥ -}' 

0 1-1 

= 

- 1 1 f 

3 5 7 


-1 1 1 

L 3 3 J 


Retomaremos al tema de la eliminacidn gaussiana en el Item 
final de la Seccién 17. 

EJercicios 

0.1. Determine el rango de la matriz 

' 1 2 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 ’ 

13 14 15 17 

9.2. Halle la matriz, en la base { uj, u 2 ,u 3 , u 4 }, de la proyeccién 
P:R 4 -»R 4 , P(x,y,z,t) = (x,y,0,0) sabiendo que =(2,0,3,4), 
u 2 = (l, 1,4,2), u 3 =(3,2,2,o) y u 4 =(0,3,0,l). [Sugerencia: use la 
eliminaci6n gaussiana para expresar e 1( e 2 , e 3 y e 4 como combina- 
ciones lineales de u lt u 2 , u 3 y u 4 .] 

9.3. Exprese cada uno de los vectores de la base canénica de R co- 
mo combinacién lineal de los vectores uj = (l, 1 , 0 ), u 2 = (-1.°. 2 ), u 3 = 
{ 4 ,2, - 5 ) y, a partir de alli, obtenga la inversa de la matriz 
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'1 -1 4 
1 O 2 
0-2 5 


9.4. Determine si las matrices siguientes son inversibles o no. En 
caso afirmativo, halle la(s) inversa(s). Si alguna matriz (digamos a) 
no es inversible, halle una matriz x eM(3x 1) tal que ax = O: 


'1 2 3 ' 
4 5 9 
1 3 4 


1 2 3 ' 
4 5 6 
13 4 


9.5. Calcule la dimensidn del subespacio vectorial de R 5 generado 

por los vectores Oi = (2, 4,8,-4,7), 0 2 = 3, l). o 3 = ( 3 , S. 2,-2, 4) 

y o 4 = (-5,1 , 7,-6, 2). Determine si el vector b= (6,18, 1,-9, g) pertene- 
ce o no a dicho subespacio. 

9.6. Sea la matriz aeM(mxn) con sélo una fila y una columna no 
nulas. Dada b eM(m x 1), icuéles son las posibles dimensiones para 
la variedad afin formada por las soluciones x eM(n x 1) del sistema 

ax = b? 


9.7. Exprese cada vector del conjunto {u,v,w,zj c E como combi- 
nacidn lineal de los vectores de{w,u + 3z,u-2u + 3w,5z}. 

9.8. Obtenga una base para el subespacio vectorial generado por ca¬ 
da uno de los siguientes conjuntos y determine su dimensidn: 

(a) {(1,2, 3,4),(3,4,7, 10),{2, 1,3,5)} . 

(b) jx 3 +2X 2 +3X+4 . 5X 3 +4X 2 +3X + 2 . 4X 3 -2X 2 4-X , 7X 3 4-2X 2 -3 x-8| 

(O {(l,3,5), (-1,3, - l), (l, 21, l) }. 

(d) {( 1 , 2 , 3 ),(1,4, 9 ),(1,8, 27 )}. 
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9.9. Pruebe que si O, 1, a, b, c son numeros diferentes dos a dos, enton- 
ceslos vectores (1,1,1,1), (a, a 2 , a 3 , a 4 ), (b,b 2 , b 3 ,b 4 ) y (c, c 2 , c 3 , c 4 ) 
son linealmente independientes. Generalice. 

9.10. Exhiba una base para la imagen de cada una de las transfor- 
maciones lineales siguientes y determine su rango. 

(a) A: R 4 -*■ R 3 , A(x, y, z, t) = (x + 2y - 1, 2x - z + 2t, - 2x + y + 3z). 

(b) B : R 4 IR 5 , B(x, y, z, t) = (x + 2y + 2z -1, 2x + 4y + 3z +t, - 3x + 
2z + 3t, - 3x + z + 6t, lOx + 2y + 5z + 5t). 

(c) C: R 3 R 3 , C(x, y, z) = (x + 3y, 2y + 4z, x + y - 4z) . 

(d) D:!P n -+ !P n , Dp(x) = p'(x). 

9.11. Use el escalonamiento para resolver cada uno de los siguientes 


sistemas lineales 







X 

+ 

3y 

+ 

z = 

1 


2x 

+ 

6y 

+ 

9 z = 

7 


2x 

+ 

8y 

+ 

8z = 

6 


X 

+ 

V 


+ 

t -- 

0 

X 

-f 

2y 

+ 

z + 

t = 

1 

3x 

+ 

3y 

+ 

z + 

2t = ■ 

-1 



y 

+ 

3z - 

t = 

3 

X 

_1_ 

y 

— 

z + 

2t = 0 




3y 

- 

z + 

3t = 0 


2x 

- 

y 

- 

z + 

ii 

o 



9.12. Halle una condicién que involucre a, b, c para que el sistema si- 
guiente tenga solucidn y encuentre las soluciones, si ellas existen. 

x + y + z + t = a 

5y + 2z + 4t = b 

3x - 2y + z - t - c. 
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9.13. Halle una base para el nucleo de cada una de las transforma- 
ciones lineales siguientes: 

(a) A:R 3 -*R 3 , A(x, y,z) = (-3y + 4z, 3x-5z,-4x + 5y). 

(b) B: F 4 -> F 5 , B(x, y, z, t) = (2x - 2z + 4f, x - 2z + 31, 4y + 2z + t, 

6x + 4y-4z + 13t, 2x + 4y-2z + 7t). 

(c) Cl R 4 -+ R 3 , C(x, y, z, t) = (2x + y - z + 3t, x - 4y + 2z + 1, 

2y + 4z -t). 

(d) T:<P-+<J>, T-p(x)-p(x + m), »71*0. 


9.14. Determine cuåles de las siguientes matrices tienen inversa y 
calcule la(s) inversa(s) cuando exista(n). 


1 2 " 
3 4 


'4 2 3' 
4 5 6 
7 8 8 


12 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 
4 3 2 1 


1111 

2 3 2 1 

3 112 
12 13 


9.15. Pruebe que el sistema 


x + 2y + 3z - 3 1 = a 

2x - 5y - 3z + 12t = b 

7x + y + 8z + 5f = c 


admite solucidn si, y sélo si, 37a + 13b = 9c. Halle la solucidn general 
del sistema si a = 2 y b = 4. 

9.16. Pruebe que toda matriz antisimétrica 3 x 3 no nula tiene rango 

lgual a dos. Dé un ejemplo de una matriz 4x4, antisimétrica e in- 
versible. 
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El producto interno, que fue brevemente mencionado en la definicidn 
del producto de dos matrices, sera presentado formalmente en esta 
seccidn y utilizado sistemåticamente en adelante. Se trata de una no- 
ciån que completa y enriquece la estructura de un espacio vectorial, 
permitiendo el uso de un lenguaje geométrico altamente sugestivo y el 
realce de tipos especiales de operadores que admiten un andlisis mås 
profundo de sus propiedades, como se verå a continuacion. 

Los axiomas de espacio vectorial no bastan para abordar ciertas 
nociones geométricas como ångulo, perpendicularidad, longitud, dis- 
tancia, etc. Se necesita la introduccién del concepto de producto in¬ 
terno para hacerlo. 

Un producto interno en un espacio vectorial E es una funcional 
bilineal, simétrica y positiva en E. Mås precisamente, un producto in¬ 
terno es una funcidn £ x E —» R, que a cada par de vectores u, v e E 
le asigna un numero real (u, o), llamado producto interno de u por u, 
de modo que sean vålidas las siguientes propiedades, para cuales- 
quiera u, u', u, v' e E y a e R: 

Bilinealidad: (u + u\t>) = (u,u) + (u',u), (au, o) = a(u, v) , 

(u,u + u') = (u,u) + (u,u'), (u,au) = a(u,u) ; 

Conmutatividad (simetria): (u,o) = (u.u) ; 

Positividad: (u,u) > 0 si u^O . 



136 


Producto Intemo 


Saccton 10 


Como (0, v) = (0 + 0, v) = (0, o) + (0, u), se tiene (0, u) = (v, 0) = 0, 
para todo u e £. 

Resulta de la positividad que si (u, v) = 0 para todo o g £ en- 
tonces u = 0. En efecto, si ftiera u*0 tendriamos (u, u)* 0 por lo me¬ 
nos cuandou = u. 

Se sigue de esta observacidn que si u, u' g £ son vectores tales 
que (u, u) = (u', u) para todo u g £ entonces u = u'. En efecto, esto im- 
plica que (u- u', u) = 0 para todo u e £, luego u-u' = 0 y u = u'. 

Al numero no negativo | u | = ^{u ", u) se le llama norma o longi- 

tud. del vector u. Con esta notacidn, se tiene ju| 2 = (u,u) y la igual- 
dad 

(u + v, u + u) = (ti, u) + (u, v) + (o, u) + (o, V ) 

se lee: |u + u| 2 = |u| 2 + |u( 2 + 2(u,o), 

Cuando j u | = 1, se dice que ug £ es un vector unitario , Todo 
vector u * 0 se escribe como u = | u | ■ u' , donde u' es un vector unitario. 
Basta poner u' = juj -1 -u. 

Ejemplo 10.1. En el espacio euclideano R n , el producto interno ca- 

nénico de los vectores u = (aj.<x„) y u = (p 1 ,...,p n ) se define por 

( u,u ) = dj Pi + ••• + a n |3 n . Este es el producto interno que conside- 
raremos en R n , salvo mencidn en contrario. 

Ejemplo 10.2. Consideremos como el modelo aritmético del plano 
euclideano, en el que se introduce un sistema de coordenadas carte- 
sianas. Dados u = (a x , ct 2 ) y v = (Pi, p 2 ), los numeros 


y 


M = V a ?+ 

M = V Pi + Pi 
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miden realmente las longitudes de las flechas que representan dichos 
vectores. Supongamos u * 0, u * 0 y llamemos 0 al ångulo formado 
por esas flechas. Afirmamos que (u, v) ~ aj p x + a 2 f* 2 > definido en el 
Ejemplo 10.1, es igual a | u 11 v | cos 0. Lo demostraremos en tres pasos: 
l 8 ) Si los vectores u y u son perpendiculares, entonces (u, v) - 0- 
| u [ j v | cos 90°. En efecto, de un lado, 

ju + t>| 2 = (u + u.u + o) = j u) 2 +1 u| 2 + 2{u, o) 

y de otro lado, por el Teorema de Pitågoras, 



Luego (u,o) = 0. 2 S ) Si |u| = |u| = 1 entonces (u, u) = cos0. En efecto, 
tomando el vector unitario u* perpendicular a u tenemos, por la defi- 
nicién de seno y coseno, v - cos 0 • u + sen 0 ■ u*. (Fig.10.2.) 



Figura 10.2. 
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Tomando el producto intemo a ambos miembros de esta igualdad por u 
resulta {u, v) = cos 0-(u, u) + sen 0 -{u, u*J. Como (u, u) = X y {u, 0 

por el primer paso, entonces (u, v) - cos 0. 3 B ) En el caso general: po- 
nemos u = |u| u' y o = |u|.u', donde u' = (l/ju|)u y o' = (l/|uj)y son 
vectores unitarios. Entonces (u,o) = |u|ju|-(u',u') = ju||i>|-cos9. En 
particular, los vectores u, v forman un éngulo agudo cuando (u, v)>0, 
un éngulo obtuso si (u, v) < 0 y un éngulo recto cuando (u, o) = 0. 

Ejemplo 10.3. Sea £ = C°([a,b]) el espacio vectorial cuyos elemen¬ 
tos son las funciones continuas g,f: [a, b] -> R. Un producto interno 
en E puede definirse asf: 

(/.s) = J^/(x)g(x)dx. 

En este caso, la norma de la funcién / es 

j/j - J f(x) 2 dx . 

Este producto intemo se utiliza en el estudio de las series de Fourier. 

Observacidn: Sea E un espacio vectorial de dimensién finita arbitra- 
rio. Dada una base { Uj,, u n } c E, definimos un producto intemo en 

E estableciendo para u = £a,u, y u = £p f u,, (u, u) = £a, (3,. Esto 

muestra que todo espacio vectorial de dimensién finita puede ser do- 
tado de un producto intemo. {Lo que es verdadero en general, pues 
cualquier espacio vectorial posee una base, pero no entraremos en ese 
terreno.) Asf, al decir que un espacio esté dotado de un producto in¬ 
temo no le atribuimos una propiedad especial a ese espacio. S6lo de¬ 
cimos que, de los posibles productos internos que en él pueden defi¬ 
nirse, uno fue escogido y fijado. 

Sea £ un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores 
u, v gE se llaman ortogonales (o perpendiculares), si (u,u) = 0. Se es- 
cribe, entonces, uJ_u. En particular, 0 es ortogonal a cualquier vector 
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de E. Un copjunto X c £ se llama ortogonal si dos vectores distintos 
cualesquiera en X son ortogonales. Si, ademås, todos los vectores de 
X son unitarios entonces X se llama un conjunto ortonormal. Por lo 
tan to, un conjunto X c £ es ortonormal si, y sdlo si, dados u, v e X se 
tiene (u, v) = 0 si u * v y (u, u) = 1, si u = u. Una base ortonormal de E 
es una base de £ que es un conjunto ortonormal. 

Teorema 10.1. En un espacio vectorial £ con producto interno todo 
conjunto ortogonal X de vectores no nulos es L.I. 

Demostracién: Sean u lt ....u n eX. Tenemos (u|,«j) = 0 si i*j. Si 
a l u l + + a n u n ~ 0 es una combinacién lineal nula de esos vectores 

entonces, para cada i = 1, 2,..., n, tomamos el producto interno de am¬ 
bos miembros de esta igualdad por o, y resulta 

ai(vi,v,)+ - + a n ( u n > v i) = 0- 

Luego a, (u,, u ( ) = a,| o, j 2 = 0 pues todos los productos intemos (v } , 

con f * j, son nulos en razén de la ortogonalidad de X. Ademås, como 
los vectores pertenecientes al conjunto X son todos no nulos, resulta 
de ctj|u,| 2 = 0 que a { = 0. Asf, todos los coeficientes de la combina- 

cidn lineal Za, u, = 0 son iguales a cero y los vectores del conjunto X 
son, por tanto, linealmente independientes. □ 

Ejemplo 10.4. La base candnica {e 1 ,,..,e n }c es ortonormal: se 
tiene (e i , e^j - 5 y donde 8y = 0 si i * ) y 8 y = 1 si i = j . En el plano R 2 , 
los vectores u = (1,1) y v - (-1,1) son ortogonales. Si 



el cor\junto {u\ u'} c R 2 es una base ortonormal. 



140 


Producto Inferno 


Seccfdn 10 


Si u y u son ortogonales, la igualdad |u + y[ 2 = |u| 2 + \v\ 2 + 
2(u,uj implica [u + u 1 2 = j u j 2 +1 v | 2 . Esta es la versidn del Teorema de 
Pitdgoras para un espacio vectorial con producto intemo. 

En un espacio vectorial E con producto interno, sea u un vector 
unitario. Dado cualquier v e£, al vector (u, o) u se le llama proyec- 
ci6n ortogonal de v sobre el eje que contiene a u. La justificacidn de es¬ 
ta denominacidn estå en que, escribiendo w = v-(u,v)u, se obtiene 
y = {u,u)u + u>, donde w es perpendicular a u. En efecto, tomando el 
producto intemo de u por ambos miembros de la igualdad w = v - (u, o)u 
se tiene 

(u,w) = (u,v)-(u,v)(u,u) = (u,y)-{u,o) = 0 
pues (u, u) = 1. (Fig. 10.3.) 



Figura 10.3. 


Si solamente se tiene u * 0, el eje que contiene a u es el mismo 
que contiene al vector unitario u' = u/j u | (=|u[ -1 u). La proyeccidn 
ortogonal de v sobre este eje es, por tanto, igual a (u', u) u', o sea, 
(( u . v )/( u . u)) • u. Usaremos la expresidn 






(u,u) 


para denotar la proyeccidn ortogonal del vector u sobré el eje que con¬ 
tiene al vector no nulo u. 
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Si z = pr u (u), se tiene o = z + ui, con w 1 z. Por el Teorema de Pi- 
tågoras, ju| 2 = |z[ 2 + |u>| 2 . En particular, |z) < |u), por lo que la 
longitud de la proyeccién pr u (v) es menor o igual que la longitud de u, 
Ahora, la norma del vector pr u (t>) es igual a |{u, u)|/|u|. Enton- 
ces, para cualesquiera u, v e E, se tiene | (u, u) |/| u | < j u |, o sea 

| (u, o) | < | u j. | | (desigualdad de Schwarz). 


En rigor, el argumento dado prueba la desigualdad de Schwarz 
sélo si u * 0. Pero ella es obvia si u = 0. Por consiguiente, se cumple 
en general. 

Un importante complemento de la desigualdad de Schwarz es 
que se cumple la igualdad |(u,u)| = |u) • |u| si, y sélo si, uno de los 
vectores u,u es multiplo del otro. Esto resulta del raciocinio anterior 
pues, en la igualdad |u| 2 = |z| 2 + [ w \ 2 (Teorema de Pitågoras), decir 
que ] o | = | z | significa que tu = 0, esto es, que v es multiplo de u. 

Resulta de la desigualdad de Schwarz que, en un espacio vecto- 
rial con producto interno, la norma satisface la desigualdad triangu- 


Como sélo intervienen mimeres no negativos, basta demostrar que 
ju + u| 2 <(|uj + |u|) 2 . En efeeto 


|u + o| 2 = (u + v.u + u) 

= juj 2 +|oj 2 + 2{u.u) 
< |u| 2 +|u ( 2 + 2|uSJu| 

= (l u l + M ) 2 ■ 


puesto que (u. v) < [ u j | v j, por la desigualdad de Schwarz. 
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La igualdad | u + u | = | u | +1 o | se cumple sélocuandouno de los 
vectores u, v es un multiplo no negativo del otro. En efecto, por el ar¬ 
gumento anterior, |u + o| = |uj + |o| se cumple si (u, v) - |u|[u|, lo que es 
evidente si u = 0 e implica v = a u cuando u * 0. En este caso, 
MM = < u < u ) = «{u,u) = a|u| 2 , luego a > 0. 

Ademés de la desigualdad triangular, la norma tiene también 
las siguientes propiedades, de verificacién inmediata: 

|u| > 0 si u * 0 y jot-uj = |a||u|. 

En particular, j - u [ = | u |. 

Observacidn: En este libro, |a| significa el valor absoluto de un 
ntimero a, y | u | representa también la norma del vector u. 

En un espacio vectorial £ provisto de producto intemo, la dis- 
tancia entre los vectores u, o es, por definicién, d(ti, u) = | u - u|. Se tiene 
d(u, u) = 0, d(u, y) > 0 si u * o, d(u, o) = d(u, u) y d(u, u>) <: d(u, o) + d(w, w). 

Probaremos que existen bases ortonormales en todo espacio vec¬ 
torial de dimensién finita provisto de un producto interno. 

Mds precisamente, expondremos el proceso de ortonormalizacion 
de Gram-Schmidt, un algoritmo que permite pasar de una base cual- 

quiera { Uj. v n } c £ a una base ortonormal { uj. u n } c £, con 

la importante propiedad de que, para m = 1.n, los vectores Uj, ... , 

u m pertenecen al subespacio F m , generado por uj,..., v m . 

Dada la base {i^.u n }c£, obtendremos primero una base 

ortogonal {u^ ,..., u> n } c £ y después pondremos uj = ujj/jioj |, ... , 
u n = w n/\ w n \ P ara llegar a la base ortonormalizada ,..., u n } c £. 

Comenzamos el proceso tomando w 1 = 0 j y proseguimos por in- 
duccién. Supongamos ya obtenidos los vectores no nulos u) 1 ,..,,u; m 
ortogonales dos a dos, generando el subespacio F m , el mismo que es 
generado por ,..., o m . Definimos asi 
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w m+\ ~ °m+l “ 


Zj~ 7-r~ w t- 

M (‘"i > w l) 



w i- u *) (jV^) 


Un cålculo simple muestra que w m+1 es ortogonal a ,...,u> m . 
Aderaås, iw m+1 * 0 porque o m+1 no pertenece al subespacio F m , gene¬ 
rado por (o por ,..., u m ). Y finalmente, to m+1 pertenece al 

subespacio generado por {luj ,.... w m ,o m+ i}, el cual es igual a F m+1 . 
Esto completa el proceso. 

Se observa que si los primeros m vectores de la base {wj,o n }c 
£ ya forman una base ortonormal de un subespacio por ellos genera¬ 
do, entonces el proceso de Gram-Schmidt transforma esa base en 
una base ortonormal {tq,..., u n } c: E en la que iq = iq ,, u m = u m . 

Se sigue que, dado un subespacio vectorial F c E , toda base or- 
tonormal de F se extiende a una base ortonormal de £: basta exten- 
derla a una base cualquiera de £ y después ortonormalizar esta tilti- 
ma por Gram-Schmidt. 

El significado geométrico del proceso de Gram-Schmidt es muy 
simple y queda ilustrado en la figura: si {lo 1 ,..., c F es una base 
ortogonal, entonces para todo v e £, el vector 


) ‘ < U '2’ U ' 2 ) 


Figura 10.4: - z 3 , z a = - 
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Wj G F, 


que es la suma de las proyecciones ortogonales de u sobre los ejes de 
los w, , tiene la propiedadde que w-u-z e s perpendicular a los vecto- 
res tWj, ..., w m . De ahf resulta, inmediatamente, que w es perpendicu- 
lar a todos los vectores de F, pues dichos vectores son combinaciones li¬ 
neales de los Wf . El vector z se 
llama proyeccidn ortogonal de o 
sobre el subespacio F. Se escribe 
z = pr F (o). (Fig. 10.5.) [Para la 
fdrmula de pr F (u) cuando la base 
{tU|,..., u> n } c F no es ortogonal, 
vea los Corolarios 1 y 2 del Teo¬ 
rema 16.1 6 el Ejercicio 16.1.] 

Si z' es cualquier otro vec¬ 
tor en F, tenemos 

V - z' - {v - z) + (z - z'). 

Como z-z'eF, se sigueque (o-z)i(z-z'). Del Teorema de Pitågo- 
ras resulta entonces que |u-z'| 2 = |u-z| 2 + Jz-z'p. En particu- 
lar, | o — z [ > |y —z|. Esto prueba que la distancia de u a su proyec¬ 
cidn, z = pr F (u), sobre el subespacio F, es menor o igual que la distan¬ 
cia del vector v a cualquier otro vector z'eF.En otros términos, la 
proyeccidn z = pr F (u) es el vector mås prdximo de v en el subespacio F. 

Si {Uj,..., u m } c F es una base ortonormal entonces la proyec¬ 
cidn ortogonal de un vector ue£ sobre el subespacio Fse expresa, en 
forma mås simple, asi: 

m 

P r F( u ) = Z{ u i* y ) u f 

/=! 
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Lo que estd de acuerdo con la siguiente observacién general: 

Sea {Uj.u n }c=£ una base ortonormal. Para todo vector 

v e £ se tiene 

n 

U = Z( u f u )‘ u t- 

f=l 

En efecto, v se expresa como combinacién lineal 
o = ajUi + + a n u n 

en términos de la base dada. Tomando el producto interno por u, en 
ambos miembros de esta igualdad resulta (u ( , u) = a ; (i = 1. n) , pues 

(u it Uj'j = 8 (J (= 1 si i = j e = 0 si i* j). 

Asi, las coordenadas de un vector relativas a una base ortonor¬ 
mal son los productos internos de dicho vector por los elementos de 
esa base. 

Si u = u, y Uj son las expresiones de los vectores 

u, u e £ en términos de una base ortonormal {uj,..., u n } c £, las rela- 
ciones (u t , implican inmediatamente que 

( n n \ n n 

S a ( u f-ZPi u j) = Z a fPi( u «- u j) = Z a iPi- 

i = l J = 1 / 1 i = l 

Por lo tanto, cuando se refieren los vectores de £ a una base ortonor- 

n 

mal fyada, el producto interno asume la forma (u.y) = Pj, ana- 

i=i 

loga a la del producto interno canénico de R n . 

Tomando, mds generalmente, cualquier base {u 1 .u n }c £ y 

poniendo (y t , y^ = g t j , el producto interno de los vectores 

n n 

(=1 ;=1 
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se expresa como 

n 

< u ’ u > = Zsi/ a iP/- (*) 

<.;=i 

La matriz g = [ j e M(n x n) es simétrica, es decir, tal que 
9ij = 9ji puesto que (v { , Ojj = (vj, uj. Aun mås: la matriz g es positi¬ 
va. Esto significa que ademås de ser g simétrica, para cualquier se- 
cuencia (x t ,..., x n ) de n numeros reales no todos nulos, se tiene 

n 

£g, j x i x j >0. 

u = i 

Reciprocamente, fijada una base {uj,, o n J en un espacio vec- 

torial E (que puede ser, por ejemplo, la base canénica en R n ) y dada 
una matriz simétrica positiva g = [ g f/ ] e M(n x n), la igualdad (*) de- 

fine un producto interno en E. 

Ejercicios 

10.1. Sea E un espacio vectorial con producto interno. Para vectores 

cualesquiera u,veE, demuestre que |u|u + |u|u y |u|u - [u|u son 
ortogonales. ' 

10.2. Sea {uj,..., u n } c E una base ortonormal. Pruebe que, para u, 

n 

w 6 E arbitrarios, se tiene (u, w) = u^w.u,). 

i-1 

10.3. Dado el vector u = ( 2 , 3,6), sea P. R 3 R 3 el operador lineal 
defmido por Pv = pr». Describa / - 2P geométricamente, escriba la 
matriz de la reflexién H - I - 2P y determine el vector que se obtiene 
de w = ( 1 , 1 . 1 ) por reflexion respecto del plano perpendicular a u. 
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104. Considere la base V = , u 2 , o 3 } c R 3 , formada por los vecto- 

res =( 1 , 1 , 1 ), o 2 = (l, -l, l) y u 3 = (l,- 1 ,-l). Determine la matriz de 
paso p, de V a la base ortonormal U = { u x , u 2 , u 3 }, obtenida de V por 
el método de Gram-Schmidt. Observe que los elementos de la diago¬ 
nal de p son numeros positivos y que abajo de la diagonal todos son 
nulos. Generalice. 

10.5. Sea V = {u 1 ,...,o n } c R" una base, con Vj = (a^ , , «„/), 

j = 1,..., n. Sea U la base ortonormal de R n obtenida de V por el pro¬ 
ceso de Gram-Schmidt. Pruebe que U es la base canonica de R n si, y 
solamente si, a,, = 0 para todo i> j y a„ > 0 para todo i = 1,... , n. 

10.8. Sin efectuar cålculo alguno, diga cuåles son las bases obteni- 
das de V = { uj, v z , o 3 } por el proceso de Gram-Schimdt, en cada uno 
de los casos siguientes: 

(a) u x =(3,0,0), l> 2 = (“1,3,0), o 3 = (2,-5,1); 

(b) Oj — (- 1 , 1 , 0 ), o 2 =( 5 , 0 , 0 ), o 3 = ( 2 , - 2 , 3 ). 

10.7. Dado el vector unitario u = (c^....,a n ) e R n , forme la matriz 
a = [ a, ■ aj ] e M (n x n). Sea H: R" -> R n el operador cuya matriz en 
la base canénica es I n - 2a. Demuestre que, para todo v e IR", se tie- 
neHo = u-2(t),u)u einfieraque |Hu| = |u|. 

10.8. En un espacio vectorial con producto interno, el ångulo entre 
dos vectores no nulos u, v es, por definicién, el ångulo 0 = A (u, u) tal 
que 0 £ 0 < 180° y cos 6 = (u, v) / 1 u 11 v \ . Dicho esto, y dados los vecto¬ 
res u = (3,4), o = ( 1 , - 1 ) y to = (-1, 1 ), escriba en orden creciente los ån- 
gulos A (u.u), A (u, w)y A (y, ty). 

10.9. Sean u , v e R 2 vectores L.I.. Demuestre que el vector | u | u + | u | u, 
estå contenido en la bisectriz del ångulo formado por u y u. 
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10.10. Sea u = (a,b,c)eR 3 un vector unitario, con abc ±0. Deter- 
raine t de modo que, si u = (~bt,at, 0) y u> = (act,bct, -l/t), los vecto- 
res u, v, w sean unitarios y ortogonales dos a dos. 

10.11. Para cada par de vectores u = (x, y), v = (x', y') en R z , sea [u, u] = 
2xx' - xy’ - x'y + 2yy'. Pruebe que esto define un producto intemo 
en el espacio vectorial R 2 . 

10.12. Sea el producto interno (u, u) en el espacio vectorial £. Pruebe 
que | u + o | 2 + [u-uj 2 = 2 (| u 1 2 +1 o| 2 ), para cualesquiera u, v e E. 
Interprete esta igualdad geométricamente. 

10.13. Sea X un conjunto de generadores del espacio vectorial E, 
donde esté definido un producto interno. Si los vectores u, v e E son 
tales que (u, iw) = (u, ic) para cualquier w e X ; demuestre que u = v. 

10.14. Sea { Uj,..., u n } una base en el espacio vectorial E, provisto de 
producto interno. Dados n numeros reales arbitrarios ctj,...,a n , 
pmebe que existe un unico vector w e E, tal que 

< u, - w l) = a l. 

10.15. Para cualquier base V = { v n } en el espacio vectorial E, 
dotado de producto intemo, demuestre que existe solamente una base 
W = {u> 1 ,...,u>„}cE tal que (w,, o,) = 8^ (t,j = 1,2,...,n). Si 

( v i ’ v i) ~ a ij y ( w i ’ w j) = ty) , pruebe que las matrices a = [a y j y b = |fc>J 
son inversas una de la otra. 
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Z a lj x < »j 


10.10. Suponga que 
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defina, para u = (x*,..., x n ) y u = (j/j ,..., y n ), un producto intemo en 
R”. Demuestre que a n > 0, ... , a nn > 0. 

10.17. Calcule tres productos internos entre los vectores u = (l, o, -1), 
o= (4,1,4), w = (-3,24, - 3) e infiera que ellos son linealmente inde- 
pendientes. 

10.18. En cada uno de los casos siguientes, determine si el conjunto 
(u, u, tu} c R 3 es ortonormal, sdlo ortogonal, o ninguno de los dos. 

(a) u = (l, 2,l), o = (l,-1,1), tu = (-1,1,2). 

(b) u = (a,b,c),c; = (-b,a,0), to = (-ac,-bc,a 2 + b 2 ) 

(c) U = 1(2,6,3), V = 1(3,2,-6),UJ = 1(6,-3, 2). 

10.19. Sea ( , ) un producto interno en el espacio vectorial F. Dado 
un isomorfismo A:E~> F, defina [u, u] = (Au, Au) para todo u,veE. 
Pruebe que [ , ] es un producto intemo en E. 

10.20. Dados los vectores u = (2, -1, 2), i> = (l, 2, l) y w = (-2,3,3), de¬ 
termine el vector de R 3 que es la proyeccién ortogonal de w sobre el 
plano generado por uyu. 

o 

10 .21. ^Cuål es la base ortonormal de R obtenida por el proceso de 
Gram-Schmidt a partir de la base {u,u,ui}, en la cual u = (2,6,3), 
u= (-5,6,24) y to = (9,-1,-4)? 

10.22. La misma pregunta del ejercicio anterior; para u = (3,4,12), 
li= (7,-8, 15) y Ui = (-15, 6,44). 

10.23. Para todo numero natural n, pruebe que la norma del vector 
v = (n, n + 1, n (n +1)) e R 3 , es un numero natural. 

10.24. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a un conjunto de vec¬ 
tores i>j.u m cuya independencia lineal no es conocida, demuestre 
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que se obtiene el primer vector to r+1 = 0 cuando los Uj. o r son L.I. 

pero o r+1 es combinacidn lineal de Uj,..., u r . 

10.25. Fijado el vector unitario u = (dj,, a n ) e R", sea P- R" R" 
el operador lineal definido por Pv = pr u (u) = proyeccidn ortogonal de v 
sobre el eje de u. Pruebe que P 2 = P, determine el nucleo de P, las 
matrices de P, de I -P y de la reflexidn ortogonal H = I ~2P, respec- 
to del nucleo de P. (La matriz de H, es conocida como una matriz de 
Householder.) 

10.26. Sea a un vector no nulo en el espacio vectorial E, de dimensidn 
n, provisto de produeto interno. Para todo b e R, pruebe que el con- 
junto V = {ueE;(u,a) = b} es una variedad afin, de dimensidn n -1. 

Dado v 0 e V, demuestre que u e V si, y sdlo si, v - v Q y a son orto¬ 
gonales. 

10.27. Sean u = (xj, x 2 , x 3 ) y v = (yj, y 2 1 Va) vectores en R 3 . El pro- 
ducto vectorial de u por u, es definido como el vector 

uxo = (x 2 y 3 -x 3 y 2 ,x 3 y 1 -x 1 y 3 ,x 1 y 2 -x 2 y 1 ). 

Demuestre las siguientes propiedades: 

(a) u x v - ~v x u; 

(b) u x (v + v') = u x v + u x v '; 

(c) ux (au) = a(ux u); 

(d) u x v - 0 si, y sdlo si, u y v son L.D.; 

(e) u x y es ortogonal a u y a o; 

(0 ej x c 2 = e 3 , e 2 x e 3 = e lf e 3 x e 1 - e 2 . 

[Més sobre el produeto vectorial, en el libro "Coordenadas en el Espa¬ 
cio”, del autor, publicado por la Sociedad Brasilena de Matemåtica.] 
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10.28. Sea r = {(1 - t)u + tv; t eR } la recta que pasa por u y u en E, 
con u* v. Dado u> e £; pruebe que tomando t = (w - u,v - u) /ju - u| 2 
se obtiene el punto x = (1- t)u + tv de r, mås préximo posible de w, es¬ 
to es, tal que | x - ui | < | y - lo j para cualquier otro punto y e r . 

10.29. Sea (7 = { , u n } c £ una base en el espacio vectorial £ 

con producto interno. Si, para todo u = Xj u } + ••• + x n u„ e £, se tiene 
j u 12 = Xj + • • • + x 2 , demuestre que la base U es ortonormal. 

10.30. Complete los detalles del siguiente argumento que prueba la 
existencia de una base ortonormal en cualquier espacio vectorial £ de 
dimensién n con producto interno: “Sea U - { iq,.... u r } c: £ un con- 
junto ortonormal con el mayor numero posible de elementos. Para to¬ 
do v e £, el vector 

r 

W = V - X( U ’ U i) U t 
i = l 

es ortogonal a Uj,, u r . Por la maximalidad de U resulta w - 0. Lue¬ 
go U genera £, y es una base ortonormal.” 

1081. Sea £ un espacio vectorial con producto interno. Pruebe que 
para cualesquiera u, v e £, se tiene ||u] - |u|| < |u - v |. 

10.32. Demuestre que un operador A :£->£, en un espacio vectorial 
de dimensién finita con producto interno, tiene rango 1 si, y sélo si, 
existen vectores no nulos a,beE tales que Ao = (o,a)b, para todo 
ve E. (Compare con el Ejercicio 8.27.) 

10.33. Sean uyu dos vectores no nulos en un espacio vectorial £, con 
producto interno. La igualdad:-cos (u, i>) = {u,u)/|u||o| define el co- 
seno del ångulo entre los vectores dados. Pruebe que si u, u son orto¬ 
gonales y no nulos, entonces cos 2 (u,u-u) + cos 2 (u,u-u) = 1. (La 
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suma de los cuadrados de los cosenos de los ångulos agudos de un 
triångulo rectångulo, es igual al.) 

10.34. Sean E un espacio vectorial con producto interno, Cc£ un 
conjunto convexo y a e E un punto que no estå en C. Suponga que 
existan x 0 , x 1 e C con la siguiente propiedad: para todo x e C se 
cumple |a-x 0 | ^ |a ~x j y |o -Xj | < )a — x|. Demuestre que x 0 = Xj. 
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Mostraremos, en esta seccion, cdmo el producto interno nos permite aso- 
ciar a coda transformacion lineal A:E^> F una nueva transforma- 
cién A* : F E, llamada la adjunta de A. (En espacios sin producto 
intemo también existe una nocién de adjunta, pero en ellos se trata de 
una transformaciån lineal F*-> E*, del dual de F en el dual de E. El 
producto interno nos permite permanecer con Ey F, lo que es particu- 
larmente interesante en el caso de un operador lineal A-.E -» E.) La 
adjunta nos posibilita una visién de la transformacion A desde una 
nueva perspectiva; ello es revelador, especialmente cuando ocurre la 
existencia de relaciones entre Ay A*. 

Sean dim £ = n y dim F = m . Vimos en la Seccidn 8 que la elec- 
d6n de las bases en £ y F determina un isomorfismo tp: X (£; F) -> 
M(m x n); por lo tanto, el espacio vectorial J!(E;F) de las transfor- 
m ac iones lineales de £ en F, tiene dimension mn. En particular, el 
espacio E* = _£{E;R), cuyos elementos son las funcionales lineales 
/: E -> R, llamado espacio dual de E, tiene dimensidn n. Esto implica 
que E* es isomorfo a £. En realidad, dada una base V = { Uj,..., v n } 
c E, existe una base V* = ju* ,..., u* j c £*, llamada base dual de V, 
en la que, por definicién, para cada vector e £, se tiene 

u*(u)= a,. (La verificacidn de que V*cz E* es una base, puede reali- 
zarse directamente o también mediante la observacidn de que <p(u*) - 
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e, = i-ésimo elemento de la base candnica de R n , donde 

M(1 x n) = R n es el isomorfismo anteriormente mencionado.) Se logra 

un isomorfismo A -.E-+E* definiendo Ay, = y* (i = l,..., n ). 

Una desventaja de los isomorfismos entre £ y £*, obtenidos 
mediante el empleo de una base, es que ellos no son intrinsecos: dado 
un vector ue£, la funcional v* zE* que le corresponde no sélo de- 
pende de u sino también de la base de E que se considerd. Esta difi- 
cultad desaparece cuando £ se provee de un producto interno, como 
veremos a continuacidn. 

Sea £ un espacio vectorial de dimensidn finita, dotado de un 
producto interno. Definimos una transformacidn lineal %•.£->£*; 
asignando a cada vector ue£ la funcional lineal £,-v = v*, tal que 
v* = (w y v), para cualquier w e £. 

La verificacidn de la linealidad de £ es inmediata: Si u,y e £, 

como 

(u + o)*(ty) = (w,u + v) = (w,u) + (w,v) 

= u*(w) + u*(u;) 

= [u* + y*](tv) 

para todo w zE, tenemos (u + u)* = u* + o*. Anélogamente, (<xy)*= a o*. 

Ademås, £ es inyectiva. En efecto, dado u e £, si u* =0 enton- 
ces, para todo w e £, se tiene: 

(io,y) = y*(ty) = 0(to) = 0. 

En particular, (o, o) = 0, luego o = 0. 

Finalmente, t,-.E -► £* es sobreyectiva, pues es inyectiva y los 
espacios £ y £* tienen, como vimos, la misma dimensidn. 
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Asi, podemos enunciar el 

Teorema 11.1. Sea E un espacio vectorial de dimensiån finita, con 
producto interno. La funcion £,:£-+£* que a cada v e£ le asigna la 
funcional lineal %(u) = o*, tal que u*(tu) = (tu, o) para todo ui e E, es un 
iaomorfismo. 

El Teorema 11.1 serå usado, principalmente, en la medida en 
que asegura la existencia de . Mås explicitamente: a toda funcio¬ 
nal lineal /: £ -» R le corresponde un unico vector v = v f e £, tal que 
(tu,u)=/(tu) para todo tu eE. Un tanto informalmente: para conocer 
un vector u e £, basta conocer sus productos intemos por cada vector 
w e£, desde que dichos productos dependan linealmente de tu. 

El Teorema 11.1 es responsable del poco (o ningun) uso que se 
hace de las funcionales lineales en espacios como IR", en los que hay 
un producto interno: son reemplazadas por vectores y la acciån de 
una funcional sobre un vector es sustituida por un producto intemo. 

Teniendo en cuenta el Teorema 11.1, definiremos la adjunta de 
una transformaciån lineal A: E F, en la que £ y F son espacios vec- 
toriales de dimensiån finita provistos de producto interno. 

La adjunta de A debe ser una transformaciån lineal A* . F -* E 
tal que, para cualesquiera v eE y tu e F, se tenga: 

(Ao,io) = (v, A*w^ ■ (*) 

Asi, la imagen A* w eE de un vector arbitrario w eF es, por 
definiciån, aquel vector de £ tal que el producto interno de cualquier 
vector o € £ por él, es igual a (Au. tu). Como para cada w e F, el nu- 
mero /( v ) = (Ao. u») depende linealmente de v (es decir, / es una fun¬ 
cional lineal), el Teorema 11.1 asegura que el vector A* tu e £ existe y 
es unico de modo que (*) valga para cualesquiera u eE, w eF. La co- 
rrespondencia, tu t-> A* tu, asi definida, es una transformaciån lineal 
de Fen £, En efecto, dados tu, tu' eF se tiene, para todo v eE: 
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(v,A*(u) + w')'j = (Av,w + w') = (Av,w) + (Av,w') 

= (v,A*w^ + (^v, A*w' ^ = (^v, A* w + A* w'Y 

Asf, A*( uh- to') y A* w + A* w' son vectores en £ cuyos productos 
internos por cualquier vector »e£ son iguales. Por consiguiente, 
A*(u> + u;') = A*w + A*w'. Anålogamente, A*(ctu;) = a -A* w. Luego, 
A*eJ!{F;E). 

La transpuesta de una matriz a = [ a ( j j e M(m x n) es la matriz 
8 ~ [ ] e M( n x m) que tiene como filas las columnas de a y como 

columnas las filas de a, en el mismo orden. 

Teorema 11.2. Sean U = { Ul .u„ } c £ y V = { Wl .u m } c £ 

bases ortonortnales. Si O = ^ a t j J € M (m x n) es la matriz de la trans- 

formaciån lineal A : £ —» F en las bases U y V, entonces la matriz de la 
adjunta A* :F -» £ en las bases V y U es la matriz transpuesta a T = 
[a;( ] e M(nx m) de a 

Demostracidn: Por definicién de matriz de una transformacién li¬ 
neal, tenemos 

m 

Au J = L°iJ v i 0 = 1 . n) 

1=1 

y 

n 

A*U, = X b rl U r . 

r = 1 

donde b = | b ri J e M (n x m) es la matriz de A* en las bases V y U, a 

determinar. Como ambas bases son ortonormales entonces, para cada 
i = 1,, m y cada j = 1,n, tenemos: 

ii • 


bjj = (u jt A*v^ = (Au ; ,u,) = o, 
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En consecuencia, b = a T . □ 

Corolario. Una transformacidn lineal A y su adjunta A* tienen el 
mismo rango. (Vea el Teorema 8.2.) 


Presentaremos a continuacidn una lista de propiedades opera- 
cionales de la adjunta de una transformacidn lineal, que se traducen 
en propiedades de la transpuesta de una matriz mediante el Teorema 
11.2. La validez de estas propiedades se infiere de la observacidn de 
que dos transformaciones lineales A, B:E -> F son iguales cuando 
(Au, u) = (Bu, o), para cualesquiera u eE,u eF. 

/*=/ (i„) T - L 

(A + B)* = A*+B* (a + b) T = a T + b T 

(a A)* = a A* (aa) T = aa T 


(BA)* = A* B* 


(ba) T = a T b T 


A** = A 



Si A . E -> F es una transformacidn lineal inyectiva, entonces 
existe B: F -* £ tal que B A = /g (vea el Teorema 6.5). Tomando la 
adjunta de ambos miembros de esta igualdad, tendremos A* B* - I£. 
Asi, A* :F E posee una inversa a la derecha B* , luego es sobreyec- 
tiva (Teorema 6.1). Asimismo, A sobreyectiva implica A* inyectiva. 
Por consiguiente, la adjunta de un isomorfismo A -.E-* F es un iso- 

morfismo A*:F->E. Ademås, de A ^ A = 1^ resulta A* ^A . 

luego (A*) = (A~ ! ) • 


Anålogamente, una matriz cuadrada a es inversible si, y sdlo si, 
su transpuesta a^ es inversible y, en caso afirmativo, (n ) = ( a ) • 


Las nociones de rectas y pianos perpendiculares de la Geome¬ 
tria Elemental se extienden, en el Algebra Lineal, al concepto de 
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complemento ortogonal, que ayuda a estudiar las relaciones de una 
transformacién lineal y su adjunta. 

Sea £ un espacio vectorial con producto interno. El complemen¬ 
to ortogonal de un conjunto no vaci'o X c £ es el conjunto X 1 , forma- 
do por los vectores veE que son ortogonales a todos los vectores x e X. 
Por tanto 

v e X 1 o (v , x) = 0 para todo x e X . 

• Dado Xc£, tenemos (0, x) = 0 para todo x eX, luego 0 eX 1 . 

• Si o e X 1 y a e R entonces (a u, x) = a (v, x) = 0 para todo xsX, 
por lo tanto aueX 1 . 

• Si u e X 1 y u eX 1 entonces, para todo x eX, se tiene (u + v, x) = 
(u, x) + (u, x) = 0, luego u + v e X x . 

Se sigue de las tres observaciones precedentes, que el comple¬ 
mento ortogonal de cualquier conjunto no vado X c: £ es un subespa- 
cio vectorial de £. 

Evidentemente, X cr Y => Y x c X x y u eXfl X x u = 0. 

Ademås, si v es ortogonal a los vectores Xj,..., x m entonces v es 
ortogonal a cualquier combinacién lineal £ct f x,, pues 

( v ’Z a t x i) = E a i(^ x t) = 0 . 

De lo que resulta que el complemento ortogonal X x del conjunto X 
coincide con el complemento ortogonal S(X) x del subespacio vecto¬ 
rial S (X), generado por X. 

Ejemplo 11.1. Se tiene {0 J 1 = £ y £ x = { 0 }. Si F c R n es el subes¬ 
pacio vectorial generado por el vector no nulo u = (a 3 ,..., a n ) (recta 
que pasa por el origen), el complemento ortogonal, F x es el hiperpla- 
no definido por la ecuacidn 0 | Xj + ••• + a n x n =0. 
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Teorema 11.3. Sea E un espacio vectorial de dimension finita, pro- 
visto de un producto interno. Para todo subespacio vectorial F c £, se 
tiene la descomposicion en suma directa E = F © F 1 . 

Demostracion: Sea { tq.u„ } c £ una base ortonormal cuyos 

primeros m elementos iq, ... , u w forman una base (ortonormal) de E. 
(Se comienza con una base cualquiera de F, se la extiende a una base 
de E y luégo se aplica Gram-Schmidt.) Para todo vector v e E se tiene 
que o = ct^ Uj + ••• +a n u n = z + w, donde z ~ a T Uj + + a m u m e F y 

w =a m+1 u m+1 + +a n u n e F l . Por consiguiente, £ = F + F 1 . Como 
F f| F 1 = { 0 }, se sigue que £ = F © F x . □ 

Corolario 1. dim £+ dim F x = dim £ . 

v / ,<l 

Corolario 2. Para todo subespacio vectorial F a £, se tiene |F J = F. 


En efecto, para cualquier conjunto no vacio X c £ se cumple la 
inclusion X c (X 1 ) 1 . En particular, el Subespacio £ estå contenido en 

|F X j . Del Corolariol resulta que 

dim(F x ) = dimE-dimF 1 = dim£-(dim£-dimF) = dim£. 


En consecuencia, £ = |F X ) . □ 

Vimos en la SeccionlO que la proyeccion ortogonal de un vector 
v e £ sobre un subespacio F c £ es, por definicién, el vector 


z = pr F (u) = £ 


i w <’ v ) 


2-é ( \ ’ 


siendo {ioj.tu m } c F una base ortogonal. También observamos 

que, si tu = u - z, tenemos v = z + tu, con z e F y tu es perpendicular a 

todos los tUj (i = 1. m ), luego tu e F x . Falta responder a la pregun- 

ta: ihasta qué punto el vector z = pr F (u) depende de la eleccion de la 
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base ortogonal { ,.... w m } c F?. La respuesta es dada por el Teo¬ 

rema 11.3. Como E = F © F ± , es unica la manera de escribir un vec- 
tor u g E como suma, v = z + u), de un vector z g F con un vector u; g 
£■*■. Esto prueba que z = prp(u) no depende de la eleccién de los w t . 
(Vea también el Ejercicio 10.24.) 

En adelante, designaremos con Pp: E —> E, o simplemente con 
P : E -» £ si no hay riesgo de confusion, a la proyeccidn asociada a la 
descomposicidn £ = F © F 1 . La llamaremos proyeccidn ortogonal so¬ 
bre F. 

Teorema 11 . 4 . Dada la transformacion lineal A-.E-+F , entre espa- 
cios vectoriales de dimensién finita dotados de producto intemo, se tiene 

JV(A*) - Im(A)\ N{A) = 

Im(A*) = Jf(A) 1 e Im(A) = N(A*) X . 

Demostracién: Basta probar la primera igualdad; las demås se si- 
guen de ella usando A** = Ay = F. En efecto, 

u e ^/"(A*) <=> A*u = 0 o (u, A*vj = 0 para todo u e£ o 

« (Au, o) = 0 para todo u e£ o v elm(A) 1 . □ 

Corolano 1 . Para que el sistema de m ecuaciones lineales con n in- 
cågnitas 

n 

Z a f/*/ ~ b i (i = 1,..., m) 

i=i 

tenga solucién, es necesario y suficiente que el vector b = (b x ,..., b m ) e R m 
sea perpendicular a toda solucion y = (yj,, y m ) del sistema homogé- 
neo transpuesto 

m 

H a jiVj * o (i = 1,...,n) . 

J=1 
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En efecto, por la ultima de las igualdades del Teorema 11.4, el 
sistema Ax = b tiene solucién si, y s61o si, b es ortogonal al micleo de 
A*, esto es, a todas las soluciones y e R m del sistema homogéneo 
A* y = 0. □ 

Lo interesante del Corolario 1 es que permite probar la existen- 
cia de soluciones sin que sea necesario exhibir una de ellas. 

Corolario 2. El rango de A* es igual al rango de A. 

En efecto, si dim E - n entonces dim .Af(A) + dim Jm(A) = n, lue¬ 
go 

dimJm^A*) = n - dim .Af (A) 1 

= n -[n -dim Im(A)] 

= dim Im(A). □ 


Esta prueba del Corolario 2 es una alternativa para el Corola¬ 
rio del Teorema 11.2, sin uso de matrices. 

En la Fig. 11.1, los pares de rectas perpendiculares representan 
pares de subespacios, cada uno de los cuales es el complemento orto¬ 
gonal del otro. 




Figura 11.1 
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Ejercicios 


1X.1. Sea A :E F una transformacién lineal entre espacios vecto- 


riales de dimensién finita, provistos de producto intemo. Pruebe: 

(a) Si A es sobreyectiva entonces AA*:F-> F es inversible y 

A*(A A *) : F —> £ es una inversa a derecha de A. 

(b) Si A es inyectiva entonces A* A : £ -> £ es inversible y 

— 1 * 

(A* A) A* es una inversa a izquierda de A. 


11^. Use el ejercicio anterior a fin de hallar una inversa a derecha 
para la transfonnacién lineal A:R 3 ->R 2 dada por A(x, y, z) - (x + 2y + 
3z,2x-y-z) y una inversa a izquierda para la transformacién li¬ 
neal B: R 2 -> R 4 , donde A(x,y) = (x + 2y, 2x - y, x + 3y, 4x + y). 


11.3. Dada la matriz a = 


, calcule aa T y, a partir de allf, 


encuentre una matriz b e M (3 x 2) tal que a b = I 2 . 


11.4. Sea P:E -> E una proyeccién en un espacio vectorial de di¬ 
mensién finita, dotado de producto intemo. Demuestre que P* tam- 
bién es una proyeccién. Dé un ejemplo en que P**P. 

11 .fii Sea U = { Uj ,..., u r } una base ortonormal del subespacio F, 

contenido en el espacio vectorial £, dotado de producto intemo. Usan¬ 
do U defina la aplicacién P:E-»£ poniendo, para todo veE, 

r 

P v = pr u (°) ~ X{ u ’ u i) u i • Pniebe que P es un operador lineal con 

i=i 

Zm(P) = F, N(P) = F 1 y P 2 =P. Obtenga asf otra demostracién de 
que £ = F ® F 1 . (Vea Teorema 7.2.) 
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11.6. Considere en el espacio vectorial M(n x n), el producto intemo 
definido por 

( a - b ) = ) b H ’ 

U 

si a = [ojj] y b = [by]. (Vea Ejercicio 11.17.) Pruebe que el subespacio 

A de las matrices antisimétricas es el complemento ortogonal del sub¬ 
espacio S de las matrices simétricas enM(nxn). 

11.7. En el espacio vectorial £ de las funciones continuas /: [-1, l] -> R , 
sean F, G c £ los subespacios vectoriales formados por las funciones 
pares y por las funciones impares, respectivamente. Kespecto al pro¬ 
ducto interno (/,s) = J ./(x)g(x)cfx en £, demuestre que G es el 

complemento ortogonal de F. 

11.8. Si los operadores lineales A,B:E~* E conmutan (esto es, AB = 
BA), pruebe que A* y B* también conmutan. 

11.9. Sean { uj.u n } c £ y { u : ,..., u m } c F coqjuntos de gene- 

radores en esos espacios vectoriales con producto interno. Sean, ade- 
més, A.E-+F y B: F -» E transformaciones lineales tales que 

(Au } ,v^ = (uj,Bv t } t para todo i = l,...,m y j = l,...,n. Pruebe que 
B= A*. 

11.10. Sea la matriz ae M(mxn). Demuestre que o bien el sistema 
ax = b tiene solucién para cualquier b e M(mxl),o bien el sistema 
homogéneo transpuesto a T y = 0 admite una solucidn no trivial. 

11.11. En el espacio M(rtxn), provisto del producto interno (a, b) = 
tr (a T bj (vea el Ejercicio 11.4), considere una matriz fija a y defina 

el operador lineal T # :M(nxn)->M(nxn) estableciendo T,x = ax. 
Pruebe que la adjunta de T a , es T^; donde b - . Demuestre un re- 
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sultado anålogo para el operador S 8 :M(nxn)->M(nx n ), donde 
S a x= xa.(Obs. tr(ab) = tr(ba).) 

11 . 12 . Sea S:R 3 -> R 3 la reflexién respecto del plano z = 0, parale- 
lamente a la recta x = y = z. Determine la adjunta S*. Lo mismo para 
la proyeccién P: R 3 —» R 3 , sobre el mismo plano, paralelamente a la 
misma recta. 

11 . 13 . Sean A, B .E —► £ operadores lineales en un espacio vectorial 
de dimensién finita, provisto de un producto interno. Pruebe que si 
B* A = 0 entonces, para todo u e£, los vectores Av y Bv son perpen- 
diculares. En particular, si A* A = 0 entonces A = 0. 

11 . 14 . Para todo conjunto no vacfo X en un espacio vectorial provisto 
de un producto intemo, pruebe que X Ll =S(X) (subespacio vectorial 
generado por X). 

11 . 15 . Sean Fj, F 2 subespacios del espacio E, provisto de producto in¬ 
terno. Pruebe que (F 1 + F 2 f = Fj 1 f| F 2 X , (F, f] F 2 ) x = Fj 1 + F 2 . 

11 . 16 . Dé una demostracién mds de que A y A* tienen el mismo 
rango, usando la siguiente sugerencia: la afirmacién es verdadera 
cuando A: £ —► F es inyectiva o sobreyectiva pues en estos casos A* 
es sobreyectiva o inyectiva, respectivamente. Para la conclusién en el 
caso general, use el hecho de que toda transformacidn lineal se escri- 
be como un producto B A , donde B es inyectiva y A es sobreyectiva. 
(Ejercicio 6.29.) 

11 . 17 . Sean £, Fespacios vectoriales de dimensién finita, dotados de 
producto interno. Dadas las transformaciones lineales A,B:£->F, 

ponga (A, B) = tr (A* Bj y pruebe que ello define un producto interno 
en £(E \ F). {Vea el Ejercicio 8.37.) Si a = [ a i; ] y b = [ b i; ] son las ma- 
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trices de A y B en relacién a las bases ortonormales de E y F, respec- 
tivamente, pruebe que (A, B) = b tj . 

i.J 

11.18. Pruebe que una proyeccidn P: E -> E, en un espacio con pro- 
ducto intemo, es ortogonal (esto es, M{P) - Zm(P) x ) si, y s6lo si, para 
todo ueE setiene (Po,y-Py) = 0. 

11.19. Use el ejercicio anterior para probar que si una proyeccibn 
P: £ -> £ cumple j P y | < | u ] para todo u s E entonces P es ortogonal. 
[Sugerencia: suponga que, para aigun y e£, Py no fuera ortogonal a 
v- Pv. Tome como w el pié de la perpendicular bajada de O sobre la 
rectaque pasa por vy Pv. Entonces | w | <| Py |. Pero todos los puntos 
de esta recta tiene la misma imagen segun P. Luego, | Pv | = | Pw ) y 
de alli J w | < J P w |, una contradiccién.] 

11^50. Halle una base para el complemento ortogonal del subespacio 
(plano) de R 3 generado por los vectores u = (3, -1, 2) y v = (-1, 2, 3). 

11.21. Dado el operador A: R 3 -♦ R 3 , definido por A (x, y, z) = (x + y + 
z,3x-2y-z, -2x + 3y + 2z), obtenga las bases para los siguientes 
subespacios de R 3 : Ira(A), N{A), Zm(A*j y 

11.22. Considere la base { u, y, w } c R 3 donde u = (l, 1, l) , u = (i, 2, 3) 
y ui — (l, -2, l). Determine las matrices (en la base canénica) de las 
funcionales lineales u*, u*, w* :R 3 ->R que forman la base dual de 
{u,u,u>}. 

11.23. Con la notacion del ejercicio anterior, la base {u,u,to} c R 3 
determina un isomorfismo y: ^R 3 j R 3 , que a cada fiincional / e |R 3 j 
hace corresponder su matriz (del tipo 1 x 3) en la base dada. Pruebe 
que v (/) = [a, b, c] o / = a u* + b u* + c w *. 
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11-24. Demuestre que (AB)* = B* A* y A**= A. 

11.25. Establezca una conexién entre los Ejercicios 4.20 y 10.15 por 
intermedio del Teorema 11.1. 

11.26. Sea A: £ —> F una transformaciOn lineal entre espacios de di¬ 
mension finita, con producto interno. Si dim E < dim F , pruebe que el 
operador A A* : £ -» F no es inversible pero si U(A) = { 0 } entonces 
A*A: E-> E es inversible. Dé un ejemplo, con £ = R 2 y F = R 3 . ^Qué 
se puede afinhar si dim E > dim F ? 

11-27, En un espacio vectorial E dotado de producto interno, sean 
V = {oj,..., v n } y W = {ioj ...., w n } bases tales que (u,, w^ = 8 y . (Vea 

Ejercicio 10.15.) Pruebe que la matriz del operador lineal A* en la 
base W es la transpuesta de la matriz del operador A en la base V. 

11.28. Sea a una matriz cuadrada. Si la traza (suma de los elemen¬ 
tos de la diagonal) de a^* a es cero, pruebe que a = O. 

11.29. Una matriz cuadrada a se llama diagonalizable si es semejan- 
te a una matriz d = |dy j del tipo diagonal (dy = 0 si i *■ j ), es decir, 

cuando existe p inversible tal que p ap = d. Pruebe que si a es dia¬ 
gonalizable, entonces a también lo es. Si la matriz del operador 
A . E E relativamente a una base E es diagonalizable, pruebe que 
la matriz de A , en relacién a cualquier otra base, es diagonalizable. 

11.30. Pruebe que la adjunta de A:£->£, donde Au = (y,a)b, es 

A* u = (u, bja. ' ' 

11.31. Sea /*: R -♦ £ la adjunta de la funcional lineal /: £ -> R. De¬ 
muestre que u = /*(l) es el vector de £ que corresponde a / por el 
isomorfismo del Teorema 11.1. Pruebe también que/(/*( 1 )) = j u (2 y 
/*(/(»)) = H 2 -v . 
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11.32. Para toda transformacién lineal A-.E-> F, entre espacios vec- 
toriales de dimension finita provistos de producto interno, pruebe que 
la restriccién de A a la imagen de A* define un isomorfismo A: 
Zm(A*) -► Im(A). Anélogamente, A* transforma el subespacio Im(A) 
isomérficamente sobre Im(A*). ^Son estos isomorfismos, uno inverso 
del otro? 

11.33. Sea {uj,, u n } c E una base ortonormal. Para todo operador 
lineal A:E~*E, pruebe que 

É|Au,| 2 = t|A*u,f. 

f = l i = l 



Subespacios Invariantes 


Cuanto menor es la dimensiån del espacio E, mås fåcil es estudiar los 
operadores lineales A:E~* E. (Esto es especialmente cierto cuando 
dim E = 1 6 dim £ = 2.) Por eso, si se tiene un operador A:E —> E, es 
natural que se intente, de alguna manera, “descomponerlo” en opera • 
dores definidos en subespacios de dimensiones menores. El paso ini¬ 
tial para ello es la nocién de subespacio invariante por un operador, 
que estudiaremos en esta seccién. El caso de mayor éxito es el de los 
operadores autoadjuntos, como veremos en la siguiente seccién: todo 
operador de este tipo se descompone en operadores unidimensionales. 
Otros ejemplos se darån en las Secciones 14 y 15. 

Probaremos en esta seccién (Teorema 12.1) que, dado un ope¬ 
rador lineal A-.E^E en un espacio vectorial de dimensién finita, o 
bien existe un vector no nulo u e£, tal que Au = Xu, o bien existen 
u,ue£ linealmente independientes, tales que Au y Av son ambos 
combinaciones lineales de u y u: Au = au + Øo, Av = y u + 8v. Esto 
serå fundamental para el estudio de ciertos tipos particularmente 
importantes de operadores, como los autoadjuntos y los ortogonales, 
que abordaremos en las secciones siguientes. 

Para demostrar el Teorema 12.1, usaremos el Teorema Funda¬ 
mental del Algebra, del que resulta que todo polinomio ménico real se 
puede descomponer como producto de polinomios ménicos irreduci- 
bles de primer y segundo grado. (Recordemos que se llama monico a 
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un polinomio cuyo coeficiente del término de mayor grado es igual a 
1, y que un polinomio irreducible de segundo grado no admite rafz 
real.) 

El teorema a demostrar significa que existe en E un subespacio 
vectorial de dimensién 16 2, invariante por A de acuerdo con la si- 
guiente definicién. 

Se dice que un subespacio vectorial F c £ es invariante por el 
operador lineal A: £ -» E si A(F) c F, esto es, cuando la imagen Av 
de cualquier vector v e F es también un vector en F. 

Si F es un subespacio invariante del operador A :£->£, la res- 
triccién de A a los vectores de F define un operador que, si no hay 
riesgo de confusién, denotamos con A: F -» F. Asi, la existencia de un 
subespacio invariante nos permite el estudio de un operador que es 
mås simple, por estar definido en un dominio menor. 

Ejemplo 12.1. Los subespacios {0} y E son invariantes por cualquier 
operador A: E -» E . El nueleo N{A) y la imagen Im(A) son también 
ejemplos evidentes de subespacios invariantes. Un subespacio F de 
dimensién 1 (recta que pasa por el origen) es invariante por A si, y 
sélo si, existe un numero X tal que A v = X v para todo v e F. [En efee- 
to, fijando un vector u# 0 en F, los demås elementos de F son de la 
forma au, aeR. Como AueF, se tiene Au = Xu. Para cualquier 
otro ueF, vale u = au luego Au = aAu = aXu = Xau; por lo tanto, 
Av - Xv, con el mismo X .] Si u, u e E son linealmente independientes, 
el subespacio F generado por u y v (plano que contiene al origen) es 
invariante por A si, y sélo si Au e F y Au € F, esto es, Au = au + po y 
Av ~ y u + 8u. 

Un vector v * 0 en E se llama autovector del operador A: £ -> E 
si existe X e R tal que 

Au = Xu. 

A su vez, el numero X e R se le llama autovalor del operador A si 
existe un vector no nulo v e £ tal que Av - Xv. Se dice entonces que 
el autovalor X corresponde, o pertenece, al autovector u y, viceversa, 
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que el autovector v corresponde, o pertenece, al autovalor X.. Enton- 
ces, para todo u> = au, se tiene Aw ~Xw. 

Por tanto, hallar un autovector (o, lo que es equivalente, un au¬ 
tovalor) del operador A es lo mismo que hallar un subespacio de di- 
mensidn 1, invariante por A. 

Anålogamente, se dice que el numero real X es un autovalor de 
la matriz aeM(nxn) si X es un autovalor del operador A : !R n —> R n f 
cuya matriz en la base candnica es a. Esto significa que existe un vec- 
tor x 0 en R n tal que Ax = Å,x o, lo que es lo mismo, una matriz no 
nula xsM(nxl), tal que ax = X x. 

Ejemplo 12 . 2 . Una rotacién R : R 2 —> R 2 en tomo al origen, de ångulo 
diferente de 0° y 180°, tiene dos unicos subespacios invariantes: { 0 }y 
R 2 . Por otro lado, para todo a e R, la rotacidn A : R 3 -> R 3 de ångulo 
a en tomo al eje z, definida por 

A(x, y, z) = (xcosa~ysena,xsena + y cosa.z), 

tiene el eje z y el plano z = 0 como subespacios invariantes. Para todo 
2 * 0, el vector o = (0,0, z) es un autovector de A, cuyo autovalor co- 
rrespondiente es 1, puesto que Av = o. En el caso de una reflexidn 
S: E -> E respecto del subespacio F 1( paralelamente a F 2 (vea el Teo¬ 
rema 7.3), todo vector no nulo en Fi es un autovector de S, con auto¬ 
valor 1, y los vectores no nulos en F 2 son autovectores correspondien- 
tes al autovalor —1. Finalmente, si el operador A tiene nueleo no tri¬ 
vial entonces todo vector no nulo v e N{A) es un autovector, puesto 
que A u = 0 • u. 

Ejemplo 12 . 3 . El operador A : R 2 -> R 2 , definido por A(x, y) = (x + ay, y), 
se 11 ama cizallador. Si a*0, los tres linicos subespacios invariantes 
por A son. { 0 } , R y el eje de las abscisas. En efeeto, cualquier otro 
subespacio de R 2 es una recta F, formada por los miiltiplos tv ~ 
(ta,tb) de un vector v = (o, b ), con b*0. Si t*0 se tiene tve F pero 
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A(fu)-(tci + a tb, tb)= tu+ (a tb, 0) i F; luego F no es invariante 

por A. 

Sean el polinomio p(x) = a 0 + a t x + • • • + a n x n y el operador A : E ->£. 
La notacién p(A) designa al operador 

p(A) = a 0 I + A + • • + a n A n . 

L ama. Para todo operador lineal A: £ -> E, en un espacio vectorial de 
dimensién finita, existen un polinomio månieo irreducible p, de grado 
162, y un vector no nulo u e E, tales que p(A)• v = 0. 

Demostracién: Sea n = dim£. Como dim H (E) = n 2 , los n 2 + 1 ope- 
2 . 
radores I,A,...,A n son linealmente dependientes. Por consiguiente, 

existen numeros reales a 0 ,...,a n 2 , no todos nulos, tales que 

2 

a 0 J + <*1 A + ••• + a n 2 A n =0. Sea a m el coeficiente no nulo de mayor 
(ndice en esta expresidn. Dividiendo entre a m , obtenemos un polino¬ 
mio m6nico p(x) = p 0 + Øj x + ••• + p^^ + x 1 ", tal que p{A) = 0. Sa- 
bemoe que existe una factorizacion p(x) = p 1 (x) -p 2 (x) ••• p fc (x), donde 
cada p ( es un polinomio ménico irreducible de grado 16 2. Tenemos 
Pl(A)-p 2 (A) p fc {A) = 0. Luego, por lo menos uno de los operadores 
Pj(A) no es inversible. Asf, existe un vector no nulo v e E tal que 

Pi(A)'D = 0. □ 

Teor ema 12.1. Todo operador lineal en un espacio vectorial de di- 
mensidn finita tiene un subespacio invariante de dimension 16 2. 

Demostracién: Dado A -.E-+E, sean p el polinomio y v e E el vector 
no nulo dados por el Lema, con p{A)-u = 0. Si p(x) - x - X entonces 
Av~Xv= 0,de donde Av = Xv, luego la recta que pasa por el origen 
y contiene a u es un subespacio invariante por A, de dimensidn 1. Si p 
tiene grado 2, p(x) = x 2 +ax + b, luego A 2 v + aAu + bu = p(A)u = 0, 
entonces A(Au) = -aAu-bi>. Esto prueba que el subespacio genera- 
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doporuyAu.es invariante por A. Ademés, v y Au son L.I. pues si 
Au = Xo, entonces: 

O = A 2 v+aAv+bu = X 2 v + aXv + bv = (x 2 +aX + b)u, 

de donde X 2 + aX + b = O, lo que es una contradiccidn pues to que 
p(x) = x 2 + a x + b no tiene rafz real. En consecuencia, el subespacio 
invariante generado por ti y Av, tiene dimensidn 2. □ 

Un operador lineal en un espacio vectorial de dimensidn n tie¬ 
ne, a lo sumo, n autovalores distintes. Esto es consecuencia del 

Teorema 12.2. A autovalores diferentes del mismo operador, les co- 
rresponden autovectores linealmente independientes. 

Demostracién: Dado el operador lineal A.E~>E , sean u, y 

vectores no nulos en E tales que Av x = X x v x . Av m =X m v m , donde 

los numeros reales Xj,son diferentes dos a dos. Probaremos, 
por induccidn, que dichos vectores son L.I.. La afirmacidn es obvia si 
m = 1. Suponiéndola verdadera para m -1 vectores, debemos inferir 
su validez para m. En efecto, dada la combinacidn lineal 

“l u l + ••• +a m u m = O, (*) 

aplicamos el operador A en ambos miembros de esta igualdad, te- 
niendo en cuenta que Ao, - X,v,. Resulta entonces que 

X 1 a l v 1 + +X m a m u m = 0. (**) 

Multiplicando la igualdad (*) por X m y reståndola de (**) tenemos: 

i X l _A -m) a l y l + ”• +(* m -l = 0. 

Por la hipdtesis inductiva, los vectores w 1 ,..., u m _j son L.I.. Luego 

(^•I “ ^w) a l = -X m )a m _ 1 =0. 
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Gomo los autovalores son todos diferentes, las m -1 diferencias indi- 
cadas en los paréntesis son no nulas; luego a* = ••• = a m ^j = 0, por lo 
que la igualdad (*) se reduce y se tiene a m u m = 0. Como u m * 0, se si- 
gue que a m = 0. Por consiguiente, la igualdad (*) sélo se cumple si to¬ 
dos los coeficientes, a ( , son nulos. □ 

Corolario. Sea dim E = n. Si un operador lineal A: E —» £ tiene n au¬ 
tovalores diferentes entonces existe una base { ..... u n } c E en rela- 

ciån o la cual la matriz de A es diagonal (esto es, tiene la forma [ a,j ] 
con a,j-0 si i * j). 

En efecto, si Ai^ = Xj i*!,..., Au„ = X„ u n con los o, no nulos y los 
X, distintos dos a dos, entonces {i^,..., o n } es, por el Teorema 12.2, 
sma base de E. La matriz de A en esta base, es 



en la cual los términos omitidos son iguales a cero. □ 

La igualdad Av = Xv equivale a (A~XI)o = 0. Luego v es un 
autovector del operador A : E -> E si, y sélo si, es un elemento no nulo 
del nucleo M{A - X/). En otras palabras, para que X sea un autovalor 
de A es necesario y suficiente que el operador A - X I: E -> E no tenga 
inverso. 

Ejemplo 12.4, Un caso particular importante ocurre si dim £ = 2. Vi- 
mos en el Ejemplo 2.6 que si { u, v } c £ es una base entonces los vec- 
tores au + pu y yu + 8o son linealmente dependientes si, y sélo si, 
a8 - p y = 0. Dados el operador A: £ -> £ y la base { u, u} c £, sean 
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Au~ au + cv y Av -bu+ dv. En otras palabras, la matriz del opera- 
dor A en la base { u, v } es 

a b 
c d 

Entonces (A-X/)u = (a-X)u + cu y (A-JU)u = bu + (d-Ji)u. Paraque 
A — XI no sea inversible es necesano y suficiente que los vectores 
(A-U)u y (A-XI)v sean L.D., es decir, que (a - X)(d - X)-bc = 0, 
o también, que X sea rafz del polinomio 

p(X) = X 2 ~(a + d)A. + ad-bc , 

llamado polinomio caracteristico del operador A. 

Por tanto, el numero real X es un autovalor del operador A: E-> E, 
donde dim E = 2 si, y sdlo si, es una raiz del polinomio caracteristico 
del operador A. Los coeficientes de p(X) se obtienen de la matriz de A 
en relacién a una base cualquiera de E. 

Observacién: La matriz del operador A cambia cuando se pasa de 
una base a otra. Pero el polinomio p(A.) {esto es, sus coeficientes a + d 
y ad-bc) permanece(n) sin alteracidn. Esto seré probado en la Sec- 
ci6n 20. En el presente caso (dim E — 2), es claro que a + d - traza de 
A, luego es independiente de la base escogida. En cuanto al coeficien- 
te ad-bc que es el determinante de la matriz 

a b 

a= c d’ 

- 

vea el Ejercicio 12.7. 

Ejemplo 12Æ. En el caso de la rotacién /?:R 2 ->R 2 ,R(x,y) = (xcosØ- 
ysenØ,xsenO + ycosØ), tenemos que a = cosØ, b = -senØ, c = sen 6, 
d = cos 0, luego el polinomio caracteristico de R es 

p(X) = *. 2 ~(2cosØ)X + l . 
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Si 0 9 t O y 0*180°, el trinomio p(X) no tiene raiz real pues su dis- 
criminante A = 4 (cos 2 0-1) es negativo. Por consiguiente, R s61o po* 
see autovalores (reales) si 0 = 0 6 0 = 180°. 

Ejemplo 12.6. Definamosel operador A:R 2 ->R 2 mediante A(x, y) = 
(4x + 3y,x + 2y). Su polinomio caracteristico es p(X) = X 2 - 6X + 5, 
cuyas raices son X a = 1 y X 2 = 5. Estos numeros son autovalores de A. 
Existen, por tanto, vectores no nulos Uj y u 2 en R 2 > tal es que Aoj = Uj 
y Au 2 = 5« 2 - por e * Teorema 12.2, Uj y v 2 forman una base de F 2 , en 
relacién a la cual la matriz del operador A tiene la forma diagonal: 

1 0' 

a = 

0 5. 

A fin de determinar los vectores Oj = (x, y) y v 2 - (r, s), expresamos 
las igualdades Au 1 = Oj y Ao 2 = 5u 2 en términos de coordenadas, ob- 
teniendo los sistemas lineales 

4x+3y=x 
x + 2y = y 

y 

4r+3s=5r 
r + 2s = 5s. 

Ambos sistemas son indeterminados pues si u es autovector de 
A, todo multiplo au también lo es. Tomando una solucién no nula de 
cada uno de esos sistemas, obtenemos = (l, -1), u 2 =(3,i) tales 
que {uj, u 2 } c: R 2 es una base formada por autovectores de A. 

Ejercicios 

12.1. Suponga que el operador lineal A: E —> E, en un espacio vec- 
torial de dimensién n, admite un subespacio invariante F de dim’en- 
sién r. Pruebe que existe una base de £, respecto de la cual la matriz 
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t a bl 

q c , con ae M(rxr),beM(rx(n-r)) , O e 
M((n-r)xr) y ceM((n-r)x(n-r)), 


12.2. Enuncie y pruebe un resultado anålogo al del ejercicio ante* 
rior suponiendo que E = F©G, donde Fy G son invariantes por el 
operador A. 

12.3. Dé un ejemplo de un operador lineal A: R 3 R 3 que admite 
un subespacio invariante F c R 3 con la siguiente propiedad: ningun 
subespacio G c !R 3 , tal que R 3 = F ® G, es invariante por A. 

12.4. Dado el vector no nulo a e R 3 . Determine los subespacios de 
R 3 invariantes por el operador A:R 3 ->R 3 , definido con Au-a^v 
(producto vectorial: vea el Ejercicio 10.27). 

12.5. Sean A, B-. £ -» £ operadores lineales. Si AB = BA, demuestre 
que W(B) e Im(B), son subespacios invariantes por A. 

12.6. Sean el operador lineal A: £ —► E y el poiinomio p(x). Pruebe 
que los subespacios vectoriales jV(p(A)) e Im(p(A)) son invariantes 
por A. 


12 . 7 . Un operador A :E -» £ se tlama normal si A A* = A* A. De¬ 
muestre que si A es normal entonces, para cualquier v e £, se tiene 
| Av j = j A*v | e infiera que todo autovector de A es también autovector 
de A*, con el mismo autovalor. (Sugerencia: si A es normal, A-kl 
también lo es.) 

12 . 8 . Si el operador A es normal, demuestre que yV(A) 1 = 7m(A). 

12.9. Sea P:R 3 ->R 3 una proyeccién de rango 2. Pruebe que los 
unicos subespacios de R 3 invariantes por P estån contenidos en la 
imagen o contienen al nucleo de P. <?Y si el rango de P es igual a 1? 
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1110. Pruebe que los subespacios vectoriales de C® (R, R), genera- 
dos por cada uno de los siguientes conjuntos, son invariantes por el 
operador de derivacidn D: C® (R, R) C® (R, R). 

(a) {cosx.senx}; 

(b) |e x ,xe x ,x 2 e x 

12.11. Si F c R 3 es un subespacio de dimensidn 2, invariante por el 
operador lineal A:R 3 ->R 3 , y A no posee autovectores en F, pruebe 
que ningun subespacio de dimensidn 2, ademås de F, es invariante 

porA. 

12 . 12 . Dado el operador lineal A: £ -> £ en un espacio vectorial de 
dimensidn 3, pruebe que existe una base de E reapecto de la cual la 
matriz de A tiene una de las formas siguientes: 


a b 0 


abe 

c d 0 

d 

c d / 

e f g __ 


0 0 g 


Pruebe que, en cualquier caso, existe un vector no nulo u 6 £ tal que 
Ao = gv. [ObBervacidn: veremos en la Seccidn 20 que, mås general¬ 
mente, todo operador lineal en un espacio vectorial de dimensidn im- 
par tiene, por lo menos, un autovector.] 

12.18. Si Fj, F 2 c E son subespacios invariantes por el operador li¬ 
neal A.E-» E, demuestre que Fj f|F 2 y Fj+F 2 también son inva¬ 
riantes por A. 

12.14. Sea A :E -> E un operador inversible, con dim E finita. Si el 
subespacio F c E es invariante por A, pruebe que la restriccion de A 
a F es también un operador inversible F -* F e infiera que F es tam¬ 
bién invariante por A~ 1 . 
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12.15. iCuéles son los autovectores y autovalores del operador de de¬ 
ri vacidn D: lP-> £P ? 


12.16. Sea E un espacio vectorial de dimenaién n. Pruebe que todo 
operador lineal posee un subespacio invariante de dimensidn n -1 6 
n - 2. (Sugerencia: aplique el Teorema 12.1 a la adjunta del operador 
dado, habiendo definido antes un producto interno en £.) 

12.17. Si o y lu son respectivamente autovectores de A y A*, corres- 
pondientes a autovalores demuestre que (v, ut) = 0. 

12.18. Pruebe que un operador A es inversible si, y sdlo si, no tiene 
autovalor igual a 0. En caso afirmativo, demuestre que los autovecto¬ 
res de A y de A _1 coinciden. £Y los autovalores? 


12.19. El determinante de la matriz a = 


a b 

L c d l 

numero det a ~ ad — bc. Mediante un cålculo directo, pruebe que si 


es, por definicidn, el 


m 


, r --- 

P Q 

— r s » entonces det (a m) = det a • det m. Pruebe, también, que 


det a * 0 si, y sélo si, a es inversible. Infiera que, para toda matri 2 
inversible m, se tiene det a = det (nT 1 a m), luego todas las matrices 
del operador A:E~>E, con dimE = 2, tiene el mistno determinante, 
el cual es llamado determinante del operador A. 


12.20. Dado el operador lineal A-.E-+E, suponga que £ = Fj ©F 2 , 
donde Av j = Xii> 1 si Oj e Fj y Av 2 = k 2 v 2 s * v 2 e ^2> con *>i * *-2- 
Demuestre que Xj y X 2 son los unicos autovalores de A y que los au¬ 
tovectores de A estén en F l 6 en F 2 . 


12^1. Sea A:R" -> R" el operador lineal cuya matriz en la base ca- 
ndnica tiene todos los elementos iguales a 1. Pruebe que el rango de 
A es igual a 1 y que R n = -AT(A) © Jm(A). Infiera que los autovalores 
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de A son 0 y n, y que sus autovectores estån en N(A) o en Im(A). 

o 

Exhiba una base de R n en la cual la matriz de A tenga n -1 ceros. 

12.22. Si todo vector no nulo de E fuera un autovector del operador 
lineal A: £ -» E, pruebe que A- kl. 

12.23. Para todo autovalor k del operador lineal A: E -*■ E, sea E k = 
{ye£;Ay = A.y}. Pruebe que E k e s un subespacio vectorial de £, in¬ 
variante por A. (E^ se 11 ama autosubespacio correspondiente al auto¬ 
valor k .) 

12.24. Pruebe que un subespacio que contiene al nucleo de una pro- 
yeccién es invariante por esa proyeccién. 

12.25. Si AB = BA pruebe que la imagen por B de un subespacio in¬ 
variante por A es, también, invariante por A. 

n 

12.26. Sea A .E E un operador lineal tal que A posee aigun au¬ 
tovalor > 0. Pruebe que A tiene un autovector. Dé un ejemplo en que 
A 2 tiene un autovector, pero A no. 

12.27 Si los autovectores del operador lineal A: E -» E generan el 
espacio E y los subespacios invariantes por A son también invarian¬ 
tes por B, pruebe que AB = BA. 

12.28. Sea dim£ = ri. Si el operador lineal A:£-> £ tiene n autova- 
lores distintos, demuestre que en el espacio vectorial £ hay, exacta- 
mente, 2" subespacios invariantes por A. 

12.29. Sea A: £ -» E un operador en el espacio vectorial £, de dimen¬ 
sion finita, donde £ = F 1 © •• • © F k y cada F f es invariante por A. To¬ 
me una base V c Eque sea una unién de bases de los F ( , Determine 
la forma de la matriz de A, en la base V. 

12.30. Sea A: R 2 -> R 2 el operador definido por A(x, y) = (y, 0). £Cuå- 
les son los autovalores de A? los autovectores? Si a = J"® * j, ^existe 
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alguna matriz inversible peM(2x2) tal que p -I ap sea una matriz 
diagonal? 

12.31. Sea el operador /\:R 2 -» F 2 , definido por A(x, y) = (2x - y, 
x + 4y). Pruebe que A tiene un autovalor unico igual a 3 y que el au- 
tosubespacio £ 3 (vea Ejercicio 12.23) tiene dimensién 1. Infiera que 
si 

[2 -11 


entonces no existe una matriz inversible b e M(2 x 2), tal que b _1 a b 
sea diagonal. 

12.32. Sea A: IR 2 —»IR 2 el operador definido por A(x, y) = (3x + y, 
2x + 2y). Demuestre que A posee los autovalores 4 y 1. Halle una ba- 
se (u, o} c R 2 tal que Au = 4u y Au - u. Dada la matriz 


a = 


3 

2 




halle una matriz inversible p e M(2 x 2), tal que p -1 a p = 


12.33. Pruebe que todo operador lineal de rango 1 en R n tiene un au- 
tovector cuyo autovalor correspondiente es la traza del operador da¬ 
do. 


12.34. Sea p un polinomio * 0 cuyas raices son todas numeros reales. 
Si p (/\) = 0, demuestre que por lo menos una raiz de p es un autova¬ 
lor del operador A. 

12.35. Si el espacio vectorial £ tiene una base formada por autovec- 
tores del operador A :E -> £, pruebe que también existe una base de 
£ formada por autovectores de A*: £ -> £. (Vea el Ejercicio 11.29.) 
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Operadores Autoadjuntos 


El Teorema Espectral para operadores autoadjuntos, a probarse en es- 
ta seccién, es uno de los resultados mas relevantes del Algebra Lineal. 
También se demostrardn aigunas de sus consecuencias, entre las que 
destaca el Teorema de los Valores Singulares. 

Un operador lineal A:E -» E, en un espacio vectorial provisto 
de producto interno, se llama autoadjunto si A - A*, o sea, cuando 
(Au, u) = (u, A v) para cualesquiera u,v e £. 

Si A,B:E-+ E son operadores autoadjuntos y a e R entonces 
(A + B)* = A* +B* -A + B y (a A)* = a A* «* a A, luego A + ByaA 
son autoadjuntos. 

El producto AB de los operadores autoadjuntos AyBes auto¬ 
adjunto si, y sélo si, A y B conmutan, esto es, si AB = BA. En efecto, 
siendo A y B autoadjuntos, tenemos 

(AB)* =B* A* = B A. 

Luego, A B es autoadjunto si y sélo si, B A = A B. 

Ejemplo 13.1. Sean A, B: R 2 R 2 los operadores lineales definidos 
por A(x, y) = (x, 2y) y B(x, y) * (y, x). Para todo w = (x,y) setiene: 

(ej ,A*u) = (Aej.w) = (e lt o) = x 



182 


Operadorea Autoadjuntos 


Saceldn 13 


y (e 2 , A*o) = (Ae 2 , v) = (2e 2 , v) = 2y, 

por tanto, A v = (x, 2y) = Av y A* - A. Anålogamente se prueba que 


4i — 

B — B. Ahora bien, como AB(x, y) = (y, 2x), resulta entonces que, pa¬ 
ra o = (x, y), se tiene ^ c,, (AB)*u ^ ( ABej, o) = 2y. Por otra par¬ 
te, (e 1 ,ABt;) = y, luego (AB)** AB. O sea que, el producto AB de 

los operadores autoadjuntos A y B no es autoadjunto. Esto porque 
AB* BA. Enefecto: AB(x, y) = (y, 2x) y BA(x,y) = (2y, x). 


Ejemplo 13.2. La proyeccidn ortogonal P:E->E sobre un subespa- 
ci° E c £ es un operador autoadjunto. Efectivamente, dados v = z + w, 
o' = z' + w‘, con z, z’ <=F y u>, lo' eF 1 , tenemos 

(Pu.o') = (z,t/) = {*,*') = (u,*') = (o,Po'). 

Recfprocamente, si la proyeccidn P: £ -> £ sobre el subespacio Fj, pa- 
ralelamente a F 2 , donde £ = F x © F 2 , es un operador autoadjunto en¬ 
tonces, para cualesquiera v x eF x , o 2 eF 2 , se cumple 

( u l - w 2) = ( p ”i - « 2 > = ( y l • Pu 2 ) = (wi, 0) = 0, 


por lo que F 2 - F/. En consecuencia, la proyeccién P: E -> £ es un 
operador autoadjunto si, y stilo si, es una proyeccién ortogonal. 

Una matriz cuadrada a = ^ a t j | se llama simétrica si es igual a 
su transpuesta a T , o sea si = a ; - ( para todo i y todo j. 

En el Teorema 13.1 se da un operador lineal A:£- 4 £, en un 
espacio vectorial de dimensién finita dotado de un producto interno. 

Teorema 13.1. A -. £ -> £ es autoadjunto si, y solamente si, su matriz 

a " [ a ij ]» respecto de cualquier base ortonormal U = { iq. u n } c E, 

es una matriz simétrica. 
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Demostracion: (u t , Au^ = [i-ésima coordenada del vector Aiij en la 
base U] = [i-ésimo elemento de la j-ésima columna de a] = a fJ -. Por tan¬ 
to, la matriz a es simétrica si, y solamente si, , Aujj ~ (Au,, Ujj pa¬ 
ra cualesquiera i, j = 1,...,n. Por la linealidad de A y la bilinealidad 
del producto intemo, ello equivale a decir que (u. Au) = (Au, v) para 

cualesquiera u, v e £, o sea que A es autoadjunto. □ 


Ejemplol3.3. Las matrices de los operadores A y B del Ejemplo 13.1 

n 

en la base candnica de R son, respectivamente, 


n o' 

0 2 


0 1 ] 
1 0 


am has simétricas. En cuanto al Ejemplo 13.2, si tomamos en E una 
base ortonormal cuyos primeros m elementos forman una base de F y 
los ultimos una base de F 1 , la matriz de la proyeccién P, en dicha ba¬ 
se, tiene los m primeros términos de la diagonal igualeB a 1 y todos 
los demås elementos, iguales a cero. Su formato es 


1 


1 


1 

0 

0. 

donde los términos fuera de la diagonal, no indicados, son todos ceros. 
Estas matrices son simétricas, en razén de que representan operado¬ 
res autoadjuntos en bases ortonormales. El operador A en el Ejemplo 
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12.6 no es autoadjunto, pues en la base canonica de R 2 
[4 3] 


su matriz es 


Li 2 . 


Teorema 13.2. Sea A : E E un operador autoadjunto. Si el subes- 
pacio F a E es invariante por A, su complemento ortogonal F 1 tam- 
bién lo es. 


El Teorema 13.2 se deducé inmediatamente del 

Teorem® 13.3. Si el subespacio Fc Ees invariante por el operador 
lineal A-.E -» E, entonces su complemento ortogonal F l es invariante 
por el operador adjunto A* : E -> £. 

Demostracion: [u eF,u eF L ] ^ Au e F => (u, A* vj = (Au, v) = 0 
^ A* v eF 1 , luego F 1 es invariante por A*. □ 

Ejemplo 13.4. En el cizallador A:R 2 -> R 2 , donde A(x. y) = (x + ay, y), 
con a * 0, el eje de las abeisas es invariante pero su complemento or¬ 
togonal (el eje de las ordenadas) no lo es, puesto que Ae 2 = (a, 1) no 
es vertical. 

En el caso de un operador autoadjunto, el Teorema 12.2 asume 
la forma mås precisa siguiente: 

Teorema 13.4. Si X], ... , X m , son autovalores, diferentes dos a dos, 
del operador autoadjunto A-.E ->E, entonces los autovectores corres- 
po ndie ntes Oj, ... , v m son ortogonales dos a dos. 

Demostracion: Para i * j cualesquiera: 

(*-i " = {Mi-”;) - (",-■ V;) = { Au i- u i)-( v i- A ^ i ) = 

~ = 0 pues A es auto adjunto. 

Como Xf - Xj* 0. de = 0 resulta = 0. □ 
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Observacién: Si Au = X.u entonces, para todo multiplo w = au, se 
tiene también Au> = A.u>. Por tanto, en el Teorema 13.4, los vectores 
o 1? ..., v m pueden, si es conveniente, tomarse unitarios. 

Un problema importante sobre operadores en un espacio vecto- 
rial de dimensién finita es el encontrar una base respecto a la cual la 
matriz de un operador sea la mås simple posible. Probaremos, en esta 
seccién, que si A:E -> E es un operador autoadjunto en un espacio 
vectorial de dimension finita con producto interno entonces existe 
una base ortonormal en E, respecto a la cual la matriz A es una ma¬ 
triz diagonal a = [a y ], esto es, a if = 0 si i * j. Tal es el enunciado del 
Teorema Espectral. 

Existe un tipo de operador autoadjunto para el cual el Teorema 
Espectral es inmediato: Si P: E -» £ es la proyeccién ortogonal so¬ 
bre el subespacio F, tomando una base ortonormal {tq.u„}c:E 

cuyos primeros vectores Uj, ... , u m forman una base de F (por tanto 
los n-m ultimos forman una base de F 1 ) entonces la matriz de P en 
esta base tiene la forma diagonal vista en el Ejemplo 13.3. 

Decir que la matriz del operador A: E E en la base 

j Ul . u n |cE es una matriz diagonal significa que, para todo 

= 1,..., n, se tiene Auj = XjUj, es decir, que todos los vectores de la 

base dada son autovectores de A. 

En el caso de la proyeccién ortogonal sobre el subespacio F, te¬ 
nemos que Puj = Uj para / = 1, ..., m y Puj = 0 si j = m +1, ..., n. En 

consecuencia, la base ortonormal anteriormente fijada estå formada 
por autovectores de P. Los autovalores son 1 y 0. 

Comenzamos con el caso particular del Teorema Espectral en 
que el espacio tiene dimensién 2. 

Teorema 13.5. Sea A :E-^E un operador autoadjunto en un espacio 
vectorial de dimension 2, provisto de un producto interno. Existe una 
base ortonormal {iq , u 2 } c £ formada por autovectores de A. 


186 


Operadores Autoadjuntos 


Seccidn 13 


Demostracién: Sea {o,u)}c£ una base ortonormal arbitraria. En 
virtud del Teorema 13.1, tenemos Av = av + bw, Aw = bv + cw. Como 
vimos en el Ejemplo 12.4, los autovalores de A son las rafces reales 
del polinomio caracteristico p(k) = X 2 - (a + c)X + ac - b 2 . El discrimi- 
nante de este trinomio es A = (a + c) 2 -4(ac -b 2 ) = { a -c) z + 4b 2 > 0. 
Si A = 0, entonces b = 0, o = c y A = al, luego todo vector no nulo en 
E es un autovector. Cuando A > 0, entonces el trinomio p(A.) posee 2 
rafces reales distintas X lt X 2 , lo que significa que ambos operadores, 
A~ X 1 I y A - X 2 1, son no inversibles. Por consiguiente, existen vec- 
tores no nulos (que podemos suponer unitarios) u lt u 2 e E tales que 
{ A ~ I) u i = 0 y [A-X 2 I)u 2 = 0, luego Auj = Xj Uj y Au 2 - X 2 u 2 . 
En consecuencia, por el Teorema 13.4, {iq , u 2 } c E es una base orto¬ 
normal de autovectores de A. □ 

Corolario. Todo operador autoadjunto A-.E^E, en un espacio vec- 
torial de dimension finita con producto interno , tiene un autovector. 

En efecto, por el Teorema 12.1 existe un subespacio Fcz£, de 
dimensidn 1 6 2, invariante por A. Si dim F = 1, todo vector no nulo 
o eF es un autovector de A. Si dim F = 2, aplicando el Teorema 13.5 a 
la restriccidn A \ F -> F, de A al subespacio invariante F, obtenemos 
un autovector ueF.Q 

Teorema 13.6. (Teorema Espectral). Para todo operador autoad¬ 
junto A : E E, en un espacio vectorial de dimensién finita provisto 

de un producto interno, existe una base ortonormal {uj. u n } c £ 

formada por autovectores de A. 

Demostracion: Usaremos induccidn sobre dim £ = n. El enunciado 
es evidente si n = 1. Supongamos que es verdadero en la dimensidn 
n -1. Por el Corolario del Teorema 13.5, existe un autovector unita- 
ri° . por tanto un subespacio F c £, de dimension 1, invariante por 
4. Segun el Teorema 13.2, el complemento ortogonal F l también es 
invariante por A. Como dim F 1 = n - 1, la hipdtesis inductiva nos ase- 
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gura la existencia de una base ortonormal { uj...., u n . j} c F 1 forma¬ 
da por autovectores de la restriccion A-.F 1 F 1 . En consecuencia, 
{ Uj,..., u n _j, u n } c E es una base ortonormal, formada por autovec¬ 
tores de A. □ 

Observacion: Se cumple el reciproco del Teorema Espectral: si exis- 

te una base ortonormal {iq. u n } c E formada por autovectores del 

operador A: E -> £, entonces este operador es autoadjunto. En efecto, 
para cualesquiera i, j - 1. n , se tiene 

^Auj, Uj) = (k, u .. = XjSy = k j 8 ij = (u,,XjU,) = ( U i-Au j) 

por consiguiente: (Au. o) = (u. Ao), para cualesquiera u. v € E. 

Diremos que el operador lineal A: E —> E es no negativo, y es- 
cribiremos A > 0, si A es autoadjunto y (Ao, o) s 0 para todo u e E. 
En particular si (Ao. o) > 0 para todo o * 0, diremos que A es un ope¬ 
rador positivo y escribiremos A > 0. 

Teorema 13.7. Un operador autoadjunto A:E -» E es no negativo si, 
y solo si, todos sus autovalores son niimeros no negativos. A es positivo 
si, y solo si, todos sus autovalores son positivos. 

Demostracion: SiA>0yAo = Au, con o * 0 entonces 

A. (o. o) = (Xv.v) = (Ao. o) >. 0 , 

por lo tanto A. > 0. Reciprocamente, si los autovalores de A son nume- 
ros mayores o iguales que cero, sea {.u n } c E una base orto¬ 

normal formada por autovectores (que existe por el Teorema Espec¬ 
tral), con AUi-AjU;. Para cualquier vector oeE, se tiene 
o = ctj iq + ■■■ + a n u n , luego 

(Av,o) = (X«i Au,,5>; u /) = = I>■«?• 
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Como X, >0 para i = l.n, se tiene (Au.u)>0. Por lo tanto, A>0. 

La afirmacion sobre operadores positivos se prueba anélogamente. □ 

Corolano 1. Sea A>0. Si, para aigun ueE , (Au,v) = 0 entonces 
Au = 0. ' 

En efecto, sean Xj, ... , X k , los autovalores no nulos de A. En¬ 
tonces si u = a 1 u 1 + ■■■ + a n u n resulta Au = XidjUj + ••• + X k a k u k , 
de donde 

0 = (Au,u) = af + ••• + X k a k . 

Como Xj >0, ... , X fc >0, se sigue que a, = • =a k = 0. Por consi- 
guiente Au = 0. □ 

Observacion: Geométricamente, A > 0 significa que el dngulo entre 
u y Au (si estos vectores son * 0), es siempre agudo o recto. El Coro- 
lario 1 nos dice que, cuando Au * 0, dicho ångulo siempre es agudo. 

Corolario 2. Un operador es positivo si, y solo si, es no negativo e in- 
versible. 

En efecto, si A >0 es inversibleentonces para todo u*0 se tiene 
A y * 0, luego, por el corolano 1, ^Au, u) > 0. La reciproca es obvia. O 

Una matriz cuadrada a = J ay J e M(nxn) se liama no negativa, 

y se escribe a > 0, si el operador A:R n -»R", cuya matriz en la base 
canonica es a, es no negativo. 

Dado v — (xj,..., x n ) e R n , se tiene A u = (yj,..., y n ) donde, para 
cada ' “ 1 . se tie ne y f = a n x { + a i2 x 2 + ■■■ + a !n x n . Luego 

n n 

(Au.u) = £x,y,. = Z a ij x > x j ■ 

i - 1 i.j = 1 

Por tanto la matriz a = £ a jf j e M(nxn) esno negativa si, y solo si, es 
simétrica y, para todo u = (x,.x n ) e R n , se tiene 
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Z a ijx,xj 2 0 . 

U=1 

Anålogamente, la matriz a se llama positiva si el operador 
A:R nfd >R n , que le corresponde, es positivo. De serlo, ello significa 
que a es simétrica y, que para todo o = (xj,, x n ) * Oen F n ,se tiene 

n 

Z a lj X i X j > 0 ' 

U=i 


Asi una matriz simétrica es no negativa si, y sélo si, sus auto- 
valores son numeros mayores o iguales que cero. Anålogamente, es 
positiva si, y sdlo si, sus autovalores son positivos. 


Ejemplo 13,5. El polinomio cåracten'stico de la matriz simétrica 
es p(A.) = X 2 - (a + c)X + ac - b 2 . La suma de sus raices es 

a + c y el producto es ac - . Las raxces de p(X) son ambas positivas 

si, y solamente si, ac-b 2 > 0 ya>0 (oc>0). En efecto, ac -b 2 >0 
(esto es, ac>b 2 ) implica que esas raices tienen el mismo signo. De 
a > 0 tenemos c > b 2 /a > 0, luego a + c > 0 y el signo comun de las rai¬ 
ces es positivo. Por consiguiente, las condiciones a>0 y ac-b 2 > 0 
(6, c>0ycrc-b 2 >0) son necesarias y suficientes para que la matriz 


a b 
c d 


simétrica a sea positiva. Para que a > 0, es necesario y suficiente que 

o r i -il 

ac ~ b z > 0, a>0 y c>0. Por ejemplo, la matriz es positiva 

“*1 ^ 



Un operador X: E E se llama raiz cuadrada del operador 
A-.E-tE, si X 2 = A. 

Para usarla en la demostracién del Teorema 13.8, presentare- 
mos una nocién que tiene otras aplicaciones. 
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Si X es un autovalor del operador A: E -> E , el conjunto 
E x = {u g£; Au- Xu} 

es un subespacio vectorial de E, invariante por A, liamado autosubes- 
pacio. Restringido a £^, el operador A es simplemente la multiplica- 
cién por X. Entonces, todo vector no nulo en E x es un autovector de A 
con autovalor X. 

Si A es autoadjunto y Xi,...,X r son sus autovalores distintos 
entonces (por el Teorema 13.4), para i * j , todo vector en E x es orto¬ 
gonal a cualquier vector en E x> . Ademés (por el Teorema Espectral), 
todo vector v e £ se escribe, de modo unico, como v - v t + ■ • • + u r donde 

y l e »•••> e E Xr . Por lo tanto, £ es la suma directa de los subes- 
pacios E Xi . E K . 

Teorema 13.8. Todo operador no negativo A-. £ —> £, en un espacio 
vectorial de dimensién finita provisto de producto interno, tiene una 
unica raiz cuadrada no negativa. Esta raiz es positiva si, y solo si, A 
es positivo. 

Demostracién: Sean Xj > 0,..., X r > 0 los autovalores distintos de A. 
Todo vector v s E se escribe, de modo unico, como u = v i + ••• + u r don¬ 
de e E x ^,..., v r e £^; luego A v = X j Uj + • • • + X r v r . Sea el operador 
lineal B -.E E definido por 

Bu = -JXi • Uj + ■ • • + /x r ' • v r . 

Si w = i«! +•••-(- w r con w l eE Xi ,...,w r e E x , entonces (v t , = 0 para 

i* j. Por consiguiente 

T f 

(Bu,w) = = (v,Bw) y (Bo, v) = £V^h| 2 - 

i=1 . j=i 
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Entonces, B es un operador no negativo. Ademés, es evidente que 
B 2 y = Au, para todo ug E, luego B es una raiz cuadrada de A. Para 
probar que la raiz cuadrada no negativa de A es unica, comenzamos 
observando que toda raiz cuadrada de A conmuta con A. En efecto, si 
C 2 = A, entonces AC = C 2 C = CC 2 = CA. La observacidn siguiente 
es que si C conmuta con A entonces cada uno de los autosubespacios 
de A es invariante por C. En efecto, 

ueE X( => Au=XjU => A(Cu) = C(Au) = C(A,,u) = X.,(Cu), 
luego C v e E X| . 

Una observacidn adicional: si C es una raiz cuadrada no negativa de 
A entonces, para cada i = 1,..., r, el unico autovalor de la restriccidn 
de C a E x es fy. En efecto, si w e E x es autovector de C, digamos 
con Cw- y.tu, entonces w = Aty = C 2 w = y 2 w , luego X f =y 2 y 
y = fy . Finalmente: sea C una raiz cuadrada no negativa de A. Cada 
autosubespacio E x es invariante por el operador autoadjunto C y el 

unico autovalor de C en E x es fy t . Luego Cw = fy t - w, para todo 
toeE X( . Entonces, dado u = Uj + ••* + u r , con Uj e E Xi ,..., v r e E k , , se 
tiene 

Cu — ■ Uj + • • • + ■ y r • 

Por tanto, C coincide con el operador B antes definido. La afirmaci6n 
sobre la positividad de la raiz cuadrada es obvia. 

Observacidn 1: Uno de los argumentos recién usados permite pro¬ 
bar que si dos operadores autoadjuntos A, B conmutan, entonces ellos 

tienen un autovector comun. En efecto, sea Xj un autovalor de A. 
Como vimos recién, la hipdtesis AB = BA implica que el subespacio 
E x = {u e£; Au = o] es invariante por B. Por el Corolario del Teo¬ 
rema 13.5, el operador autoadjunto B posee un autovector w eE Xj . 
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Pero todo vector no nulo en £ Xj es autovector de A. Luego tu es auto- 

vector comun de A y B. Usando repetidamente el Teorema 13.2, re¬ 
sulta que si dos operadores autoadjuntos conmutan, entonces existe 
una base ortonormal formada por autovectores de ambos. 

Observacidn 2: S61o los operadores no negativos poseen raiz cua- 
drada autoadjunta, pues resulta (inmediatamente) de la definicidn de 
A que el cuadrado de un operador autoadjunto es no negativo. En- 
tretanto, el cuadrado de un operador de otro tipo puede ser un opera¬ 
dor (autoadjunto) negativo. Por ejemplo, la rotacidn de 90° en el pia¬ 
no tiene cuadrado igual a la rotacion de 180°, que es igual a -/. 
Ademås, un operador positivo puede tener una raiz cuadrada que no 
es autoadjunta. Por ejemplo, el operador A:R 2 -» R 2 , definido por 
A(x,y) = (2x-p,3x-2y), es una raiz cuadrada de la identidad / 2 , 

f\ 

como puede verse sin dificultad. 

Ejemplos generales de operadores no negativos son dados por el 
teorema siguiente 

Teorema 13.9. Sea A:E —> F una transformation lineal entre espa- 
dos vectoriales de dimension finita, provistos de producto interno. Los 
operadores A A: E —> E y AA *; F —> F son no negativos y tienen am¬ 
bos el mismo rango de A (y de A*). En particular, son positivos si, y 
solo si, A es inversible. 

Demostracién: Como (A* A)* = A* A** - A* A, resulta que A* A 
es autoadjunto y, anålogamente, A A* también lo es. Ademås, para todo 
v g E, se tiene (a*Av,v^ = (Av, Av) = j Avf > 0 luego A* A > 0. De 

la misma formå se ve que AA* >0. Para determinar el rango de 
A*A, probaremos inicialmente que N^A* a) = JV(A). La inclusidn 

N(A) a N(A* Ai) es obvia, pues N(A)<zN(BA), para cualquier B: 
F -> £ . Por otro lado. 
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yeJV(AM) => A*Au = 0 

=> Au€Af(A*) = Zm(A x ) 

=> Ao eIm(A)n Im(A x ), 

luego ueJV(A*A) => Au = 0, entonces N\A* A] c Af(A), que es la 
inclusién restante. En seguida observamos (por el Teorema del Nu- 
cleo e Imagen) que: 

rango de A* A = dim £ - dim Af (A* A) 

= dim £ - dim Af(A) 

- rango de A . 

La afirmaciån anåloga sobre A A*, se prueba del mismo modo. □ 

Corolario. La transformation lineal A :E —> F es inyectiva si, y sålo 
si, A* A es inversible. A es sobreyectiva si, y sålo si, AA*,es inversi- 
ble. 

En efecto, A es inyectiva <=> rango de A = dim E o rango de 
A* A- dim £ <=> A* A es inversible. Anålogamente para A A*. □ 

Observacion: El Teorema 13.9 y su Corolario se enuncian, en tér- 
minos de matrices, sustituyendo A por a, y A* por a T . Luego de ello, 
decir que A es inyectiva equivale a afirmar que el rango de la matriz 
aeM(mxn) es igual a n. Anålogamente, que A es sobreyectiva 
equivale a que la matriz a tiene el rango m. Cualquiera de estas dos 
hipåtesis sobre A, en términos de matrices, puede expresarse con la 
afirmaciån unica de que a tiene el rango mdximo, esto es, que el ran- 
godeaeM(mxn) es el menor de los numeros m y n. En la pråctica, 
para dar un ejemplo de matriz positiva o no negativa, tomamos una 
matriz a de rango måximo y consideramos las matrices simétricas 
aa T y a T a. La de mayor orden es > 0 y la de menor orden es > 0. 
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Ejemplo 13.6. Sea a = 


1 2 3' 
4 5 6 


Entonces las matrices 


'14 

32' 


'17 

22 

27 

32 

77 

y a' a = 

22 

29 

36 




21 

36 

45 


ambas de rango 2, son, respectivamente, positiva y no negativa. 

A continuacidn, una extensidn del Teorema Espectral, vålida pa¬ 
ra transformaciones lineales cualesquiera. 

Teorema 13.10. (Teorema de los Valores Singulares). Sea una 

traneformaciån lineal, A : £ —> F, de rango r, entre espacios de dimen¬ 
sion finita provistos de producto interno. Existen bases ortonormales 
{ui,, u n } c E y (oj,..., o n } c F tales que Au, = o f o, y A* u, = ct, u,, 
donde ct ( > 0 para i = 1,..., r y a t =0 para r + 1 < i. 


Demostracion: Por el Teorema 13.9, el operador A*A :E -4 £ es no 
negativo y tiene rango r. Por el Teorema Espectral existe una base or- 

tonormal {uj. u n } c E tal que A*Au f = af u ,, con o, > 0 si 1 < i 5 r 

y a, = 0 si r + l<i<n. Entonces 


( Au f > Au j) = ( u i • A* Au}) = af(u ,, U/ ) . 

Asf, los vectores A Uj,..., A u r son ortogonales dos a dos, y no nulos pues 




luego ) Au, j = CT f . (El Teorema 13.9 implica que ./V(A) = ./V‘(A*Aj, por 

tanto, AUj - 0 si r + 1 S j < n.) Entonces, para i = 1.r, Au f = a, u it 

donde {i)j,„.,D r }cF es un conjunto ortonormal y, por supuesto, una 
base ortonormal de Im(A), que puede completarse a una base orto¬ 
normal {«i,...,w m }cf, donde {u r+1 ,..., u m } es una base ortonormal 
de N[A* j. Se tiene A*v t = 0 si i > r y, para i = 1,..., r: 
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A*u, = — A*Au, = — ofu, = CTjU,.a 

a, ct, 

Los numeros positivos Cj,..., o r se llaman valores singulares 
de la transformacion lineal A : E -> E, de rango r. 

En el Teorema 13.10, podemos observar que {«l,...,y m }cFes 
una base ortonormal de autovectores para el operador AA*:F-*F, 
pues 

(AA*}u ( = A(a,u l ) = a f Au ( = af o, . 

Anélogamente, {iq ,..., u n } c E es una base ortonormal de autovec¬ 
tores del operador A*A :£->£. 

Vemos ademås que {uj.u r } es una base ortonormal de 

mientras que el conjunto ortonormal { tq ,..., u r } es una base 
de Jm(A). También, {u r+1 ,...,u n }c tf(A) y {u r+1 ,.-.,u m }c;7V(A*) 
son bases, siempre que no sean vacios. 

Ejercicios 

En todos los ejercicios de esta seccion, E es un espacio vectorial de 
dimension finita, provisto de un producto interno. 

13.1. Demuestre que dos proyecciones P,Q E -> £ son iguales si, y 
solamente si, tienen los mismos autovectores con los mismos autovalo- 
res. Infiera que una proyeccion P:E~>E es autoadjunta (por tanto 
Im(P) = N{P) 1 ) si, y s6lo si, es normal. 

13.2. Sean A,B:E-*E dos operadores autoadjuntos tales que 

(Av,v) = para todo u e E. Pruebe que A = B. 

13.3. Si B es inversible y BAB* es autoadjunto, pruebe que A es 
autoadjunto. 
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13.4. Sean P una proyeccion ortogonal y a > 0. Exprese la rai'z cua- 
drada positiva de / + a P, en términos de P. 

13.5. Sea A autoadjunto. Pruebe que A k u = 0 implica A o = 0. 

13.6. Indique si cada uno de los siguientes subconjuntos del espacio 
vectorial X (£) es un subespacio vectorial (S), un cono (C), un cono 
convexo (CC): 

( ) operadores normales 

( ) operadores autoadjuntos 

( ) operadores no negativos 

( ) homotecias. 

13.7. Sean S, T eX(E) involuciones autoadjuntas. Pruebe que ST 
es una involucidn autoadjunta si, y sdlo si, ST = TS. 

13.8. Dados los vectores o = (2, -1, -2), w = (3, -6, -6), determine el ope- 
rador autoadjunto A: R 3 R 3 tal que Au = (l. 1,13) y Aw = (3,21.33) 
sabiendo que la traza de A es 5. 

13.9. Dados los vectores u = (4.4, -2) , u = (4. - 2, 4) y u; = (i. - 2. - 2) , sea 
A:IR 3 -> R 3 el operador lineal tal que Au = ( 10 , - 2 , - 2), Au = (- 2 ,10. - 2) 
y Aw = (l. 1, - 5). Demuestre que A es autoadjunto. 

13.10. Dado el subespacio Fc£, considere las transformaciones li¬ 
neales P: E —> F y J : F -» £, en las que P es la proyeccidn ortogonal 
(de nucleo F l ) y Ju ~ u, para todo ae £. (J se 11 ama la inclusion de F 
en £.) Determine las adjuntas P*: F -> £ y J* : £ -4 F. 

13.11. Sea A-.E-+E el operador de rango 1 definido por Au = (u,a)b. 
(£ es un espacio vectorial de dimensidn finita, con producto interno, y 
a.b b E son vectores no nulos.) Pruebe que A es autoadjunto si, y 
solo si, b es multiplo de a. Ademås A es no negativo si, y solo si, se 
puede tomar b = a. Dada una base ortonormal en £, determine la ma- 
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triz de A en funcién de las coordenadas de a y b en esa base. (Vea 
Ejercicio 10.32.) 

13.12. Si A*A = - A, pruebe que los autovalores de A pertenecen al 
coqjunto {o,-i}. Dé un ejemplo de una matriz a eM(2x 2), tal que 
a n = -|ya T a = -a. ^Cuéntas de estas matrices existen? 

13.13. Sea A.E-* E autoadjunto. Para todo k e N impar, pruebe que 
existe un unico operador autoadjunto X : E —> E tal que X k = A . Si k 
es par, existe X autoadjunto con X k = A si, y solo si, A > 0. En este 
caso, X puede escogerse > 0 y entonces es unico. 

13.14. Asigne V(erdadero) o F(also): 

( ) Si todos los elementos de una matriz simétrica son numeros po- 
sitivos entonces dicha matriz es no negativa. 

( ) El producto de operadores no negativos es un operador no nega¬ 
tivo. 

( ) Un operador no negativo es positivo o cero. 

( ) Una matriz del tipo |cjj es no negativa si, solamente si, 
a t = b, (para todo i). 

( ) El rango de una matriz no negativa n x n puede ser cualquier 
numero de 1 a n. 

( ) El inverso de un operador autoadjunto (inversible) también es 
autoadjunto. 

( ) Si u.ue IR 3 , no nulos, son tales que Au=2u, Au = 3u, existe 
una base de autovectores para el operador lineal A:!R 3 -> R 3 . 

( ) Sean ( .) y [. ] productos internos defmidos en IR 2 . Si un ope¬ 
rador A es autoadjunto relativamente a {.) entonces también 
A es autoadjunto en relacion a [. ]. 
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13.15. Si el espacio vectorial E tiene una base formada por los auto- 
vectores del operadorA: £ —» E, defina en E un producto interno en 
relacién al cual A sea autoadjunto. 

13.16. En un espacio vectorial E, de dimensién finita, sea A un ope- 
rador diagonalizable (es decir, E tiene una base formada por autovec- 
tores de A). Si F c £ es un subespacio invariante por A, demuestre 
que la restriccidn de A al subespacio F es un operador diagonalizable 
en F. (Sugerencia: use el ejercicio anterior.) 

13.17. Sea A-.E-+E un operador diagonalizable. Si el subespacio 
Fj c £ es invariante por A, pruebe que existe un subespacio F 2 cE, 
también invariante por A, tal que E = F 1 ®F 2 . 

13.18. Si los operadores A, B: E E son autoadjuntos, pruebe que 
AB + BA es autoadjunto. iQué se puede decir sobre AB - BA? 

13.19. Si A: E -> E es autoadjunto, pruebe que, para todo B eJ?(E), 
el operador B AB también es autoadjunto. Si A > 0, pruebe que 
B AB>O.SiA>OyBes inversible, pruebe que B*A B > 0. 

13.20. Si dos operadores autoadjuntos A,B:E-»£ conmutan, prue¬ 
be que el espacio £ tiene una base ortonormal formada por autovecto- 
res comunes a A y B. Pruebe también la reciproca. 

13.21. Asigne V(erdadero) o F(falso): 

( ) El conjunto de los operadores positivos es un cono convexo en el 
espacio vectorial _£(£). 

{ ) El conjunto de los operadores no negativos es un subespacio 
vectorial de -Z’(E). 

( ) Los elementos de la diagonal de una matriz positiva son nume- 
ros positivos. 

( ) Si A es autoadjunto y B es inversible entonces B _1 AB es au¬ 
toadjunto. 
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( ) Existe una matriz positiva 2x2 con dos elementos negativos y 
dos positivos. 

( ) Si A: R" -> R n es un operador inversible cualquiera, alguna ba¬ 
se ortogonal de R n se transforma por A en una base ortogonal. 

( ) Si el operador A es autoadjunto, entonces la traza de A es igual 
a la suma de sus autovalores. 

13.22. Sea E un espacio vectorial de dimensién finita, con producto 
interno. Un subconjunto S c £ se llama un elipsoide si existen una 

base ortonormal { Uj.u n } c £ y numeros positivos , ... , a n tales 

que E es el coiyunto de los vectores v = Xj + • • ■ + x n u n cuyas coorde- 
nadas x, satisfacen la ecuacién + --- + a n x% = 1. Sea A:E-»£ 
un operador inversible. Pruebe que todo elipsoide I es transformado 
por A en un elipsoide E'. (Sugerencia: use el Teorema 13.10.) 

13.23. Sea £ un subconjunto de un espacio vectorial de dimensién fi¬ 
nita, con producto interno. Pruebe que £ es un elipsoide si, y sola- 
mente si, existe un operador positivo A: E -* £ tal que 

£ = {o eE;(Au, u) = 1} . 

13.24. En un espacio vectorial £ de dimension finita, con producto in- 
terno (u, o), sea B un operador positivo. Pruebe que [ u, u] = (Bu, o) de- 
fine un nuevo producto interno en £. Si A: £ -> £ es autoadjunto en 
el sentido del producto interno original, pruebe que A también es au¬ 
toadjunto en el sentido del nuevo producto interno si, y solamente si, 
AB ~ BA. 

13.25. Sean A: £ -> E autoadjunto y B: £ -» £ positivo. Demuestre: 

(a) Si X es la raiz cuadrada positiva de B, entonces XAX es au¬ 
toadjunto. 

(b) o es autovector de X AX si, y s6lo si, Xv es autovector de BA. 

(c) £ posee una base (no necesariamente ortogonal) de autovecto- 
res de BA. (O sea que, BA es diagonalizable.) 
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13.26. Si A: E -> E es autoactøimto y B: E -> £ es positivo, pruebe que 
£ tiene una base V tal que, para todo ueV, existe X, g R con Av = XBu. 
(“Problema de autovalores generalizados”.) 

13.27. Sean A, B operadores autoadjuntos en el mismo espacio vecto- 
rial. Si BA es diagonalizable, pruebe que A B también es diagonali¬ 
zable. (Vea el Ejercicio 12.35.) 

13.28. Dada la transformacidn lineal A: E —* F, entre espacios vecto- 
riales de dimensidn finita dotados de producto intemo, sea o 2 el ma- 
yor autovalor del operador A* A: £ -> £ (o > 0). Pruebe que cr es el 

mayor de los numeros | A u |, tales que u es cualquier vector unitario 
en £. Se escribe | A | = a = max {|Au|;ue£,|u| = l}yse dice que | A | 
es la norma espectral de la transformacidn lineal A. Sea | A | = 
tr(A* A) la norma inducida por el producto interno (A, B) = 
tr(A*B), definido en el Ejercicio 11.17. Si af, ..., af son los autovalo¬ 
res de A* A, se tiene 

IA [ = få + ••• + af y | A | = max o, . 

Infieraque |A|| < | A| < Vn ■ ||A|j. 

13.29. Demuestre que todo operador autoadjunto A: E ~> £ puede 

representarse con A = Xj Pj + + X m P m donde: 

(!) h 

(2) P 2 = P x = Pi*, ..., - P m ~ P* ; (cada P f es una proyeccidn or¬ 

togonal.) 

(3) P, P, = 0 si i * /; 

(4 ) P 1 + -+P m =/. 

Pruebe también que la expresion A =£ X f P ; , con las propieda- 
des (1) a (4), es unica. (Sugerencia: X 1 < <X m son los autovalores 
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distintos de A y P { es la proyeccion ortogonal sobre el autoespacio £ x ., 
defmido en el Ejercicio 12.23.) 

13.30. Pruebe que todo operador autoadjunto es suma de operadores 
autoadjuntos de rango 1, que pueden tomarse no negativos si A es no 
negativa. (Sugerencia: Teorema Espectrai.) 

13.31. Se Uama producto de Hadamard de dos matrices a = [ a u]i 

b — [b iy ] e M(mxn) a la matriz c = [c y ] e M (m x n) con c tj ~a il -b jj . 

Pruebe que el producto de Hadamard de dos matrices no negativas es 
una matriz no negativa. (Use que toda matriz no negativa se puede 
escribir como la suma 



r 


de matrices no negativas de rango 1, cada una de las cuales tiene la 


forma = 




.) (Vea el ejercicio anterior.) 


13.32. Pruebe que la norma espectrai, defmida en el Ejercicio 13.18, 
tiene las propiedades 


A + B < A + B y ISA < B ]] A . 


Dé un ejemplo de un operador A: IR 2 —> !R tal que 


A 2 < Ar. 


13.33. Demuestre que la norma ] A [ = J tr^A* Aj, proveniente del pro¬ 
ducto interno defmido en el Ejercicio 11.17, cumple la desigualdad 


Operadores Ortogonales 


Desde el punto de vista de la organizacion general de la Matemdtica, 
los operadores ortogonales son los automorfismos de la estructura de 
espacio vectorial con producto interno, es decir, son las simetrias de 
esa estructura. Desde nuestra perspectiva, que es mås sencilla, los 
operadores ortogonales son aquellos para los que es posible obtener las 
matrices mås simples, después de los autoadjuntos. Ellos poseen las 
propiedades geométricas mås importantes, muchas de las cuales les 
son exclusivas. (Vea el Teorema 14.1.) En esta seccidn consideramos, 
mås generalmente, las transformaciones lineales ortogonales de un 
espacio en otro y las matrices ortogonales no cuadradas. Obtenemos la 
forma mås simple que puede asumir la matriz de un operador ortogo¬ 
nal y concluimos demostrando que todo operador es el producto de un 
no negativo por un ortogonal (forma polar). 

En esta seccion, extenderemos a espacios vectoriales con produc¬ 
to interno la nocion de congruencia entre figuras de la Geometria 
Elemental. Recordemos que una congruencia entre dos figuras X e V 
es una biyeccion /: X -> Y que preserva distancias, es decir, tal que 
d (/(x), f(x )) = d(x, x ) para todo x. x' e X. Observe que la propiedad 
de preservar distancias no implica la sobreyectividad pero si que / es in- 
yectiva, pues/(x) =/(x') => d(x, x') = d(/(x), f(x')) = 0 ^ x = x'. 



Soccldn 14 


Operadores Oftogona:; - 


203 


En la discusién siguiente, son de gran importancia los conjun- 
tos ortonormales {tq,...,u„ } c R m . Una matriz u eM(m * n), cuyas 
n columnas forman un conjunto ortonormal en IR m , se llama matriz 
ortogonal. 

Si ui,...,u n e son las columnas de la matriz u = [ a ij ] € 
M(mxn), la condicién para que la matriz u sea ortogonal es: 
(uj , = 0, si i*j y (u,,u,) = 1, donde i, j = l,...,n. En otras palabras, 

se debe tener 

m 

Z°ki a kj = 5 ij- (+) 

k=l 

(Estamos usando el simbolo 5y, conocido como “delta de Kronecker”, 
que vale 0 si i * j, y 1 si i = ;.) La igualdad (*) significa, precisamente, 
que el producto u T - u, de la transpuesta u T por u, es igual a la matriz 
identidad nxn. 

Por lo tanto, la matriz u e M(m x n) es ortogonal si, y solamente 
si, u T -u = I„. 

Si u e M(m x n) es ortogonal entonces su rango es n (luego m>n), 
pues sus n columnas son vectores L.I. en el espacio R m . Si m = n y 
u e M (n x n) es una matriz cuadrada ortogonal, entonces la igualdad 
u T u = I rt implica u u T =I„ luego u T =u _1 . (Vea el Corolario del 
Teorema 6.7 o la propiedad 7 del producto de matrices en la Seccién 
8 .) Asi, son matrices cuadradas ortogonales aquellas cuya transpues¬ 
ta es igual a su inversa. 

La igualdad u • u T = I n significa que las filas de u forman un 
conjunto de n vectores ortonormales en R m . Por tanto, para matrices 
cuadradas, columnas ortonormales equivalen a filas ortonormales. 

Si las matrices u eM(n xp)y ve M(mxn) son ortogonales, enton¬ 
ces (vu) T -vu= uVvu = u T I n u = u T u = I p , luego, el producto vu es 
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ortogonal. Si la matriz u e M(n x n) es ortogonal, entonces (u T j T • u T = 
“ u T = I„; luego, u T = iT 1 también es ortogonal. 

Evidentemente si m>n, las m filas de una matriz ortogonal 
u g M(m x n) no forman un coryunto ortonormal pues son vectores en 
R n . Luego u T no es ortogonal, si u no es cuadrada. 


Ejemplo 14.1. La matriz u, cuyas columnas son los vectores 



12 2 
3 ’ 3 ’ 3 


)• 


es ortogonal. 


~ 3' D y u 3 " (3 ’ 3*~ 3)' 


Ejemplo 14.2. (Matrices ortogonales 2 x 2). Sea 


u - 


a 

c 


b 

d 


una matriz ortogonal 2x2. Como Uj = (a, c) es un vector unitario en 
R 2 , existe 0 g R tal que a = cos 0, c = sen 9. Siendo u 2 = (b, d) unita¬ 
rio y perpendicular a Uj, debemos tener u 2 = ± (- sen 0, cos 0). Asi, 
hay dos posibilidades para la matriz u: 


u = 


COSØ 

senØ 


-senø 
cos 0 


6 


u = 


cos 0 
sen 0 


senø 
— cos 0 


En la primera, od-bc = l.Enla segunda, ad-bc = -1 . 

En la primera posibilidad, el polinomio caracteristico de u 
p (X) = X 2 - (2cos 0) X +1, no tiene raices reales excepto cuando 0 = 0° 
6 0= 180 , casos en que u = ± I 2 . Se trata de la matriz de una rota- 
ci6n. En la segunda posibilidad, p(X) = X 2 -1 tiene raices ±1. Enton¬ 
ces el operador LLR 2 ->R 2 , cuya matriz (en la base canénica) es u, 
admite autovectores u,. u 2 , con Uu x =Uj y Uu 2 = -u 2 . Observe que 
ahora la matriz u es simétrica, el operador U es autoadjunto. 
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{ Ul, u 2 } c R z es una base ortonormal y U es la reflexién respecto del 
eje que contiene a Uj, paralelamente a u 2 . 

Ejemplo 14.3. (Matriz de paso ortogonal.) Sean U - { iq,..., u„ } c £ 
y U' = { uj,..., u' n } c: £ dos bases ortonormales. La matriz de paso 

p- [py j de U a U' es una matriz ortogonal. En efecto, para cuales- 
quiera i, j = 1 ,..., n , tenemos 


luego 


u = 


n 


S Pki u k 
fc =1 


y 


n 


Epkj u k . 

k = l 


Sy = (U|,U)) = £ P k ,P k f, 

k-\ 


por lo tanto p T - p = I n . Las dos ultimas igualdades prueban que, re- 
ciprocamente, si la matriz de paso p es ortogonal entonces: U orto¬ 
normal => U' ortonormal. 

Teorema 14.1. Las siguientes afirmaciones respecto a una transfor- 
macion lineal A :E~> F, entre espacios vectoriales de dimension finita 
provistos de producto interno, son equivalentes: 

(1) A preserva norma: | Av j = | v |, para todo u e E ; 

(2) A preserva distancia: |Au-Au| = ju-u| , para todos u , v e £; 

(3) A preserva producto interno: (Au, Av} - (u, v), para todos u, v e £; 

(4) A*A = I e ; 

(5) La matriz de A relativa a cualquier par de bases ortonormales 
U cE.V <zF es una matriz ortogonal; 

(6) La matriz de A relativa a aigun par de bases ortonormales U c E, 
V c F es una matriz ortogonal; 

(7) A transforma alguna base ortonormal U c E en un conjunto or¬ 
tonormal X c F. (Si dim £ = dim F, X es una base.) 
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(8) A transforma toda base ortonormal IV c E en un conjunto orto- 
normal Z c F. 

Demostracion: Si vale (1) entonces ] Au — Al>| = |A(u — l»)[ = ju-u|, 
luego (1) =>(2). Si vale (2) entonces 

(Au,Au) = -||^|ALi| 2 +jAu[ 2 -jAu“Au[ 2 

= l[|u| 2 + |u| 2 -|u- uj 2 ] = (u,v) , 

luego (2) =>(3). Si se cumple (3) entonces, para cualesquiera u, v e£ 
se tiene (u,u) = (Au, Au) = |a*Au,u|, por tanto A*Au = u, para todo 

u e £, de donde A*A = 1 E ; luego (3) =>{4). Si vale (4) y a es la matriz 
de A en las bases ortonormales U czE, V c F, entonces a T a = I n y 
a es una matriz ortogonal, luego (4) =>(5). Obviamente (5) =>(6). Si se 
cumple (6), sean U = {iq ,..., u n }, V = , ...,u m } y a = [a f/ ] la ma¬ 

triz ortogonal de A en esas bases. De 

m m 

Au i = lw k y A “j = 

fc=l fc=l 

resulta 

m 

(AUj.A^) = £a kl a kj = Sy 

fc=l 

luego X = {xj,.... x„} c: F, con x ( = Au ( , es un conjunto ortonormal y 
(6) =s>(7). Si vale (7), sea IV = {tuj,..., iu n ) c Euna base ortonormal 
cualquiera. Para i, j = 1,, n, tenemos 

= Ipici^k y w j = Epkj u k’ 

k k 
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donde la matriz de paso p = [p (/ ] es ortogonal, por el Ejemplo 14.3. Si 
Z = {ziz n ] con zi = Aw i( tenemos para i, }- 1,n: 

nr j n 

h = ZPki Au k » XPki x k y z j = T,Pkj x k- 

k=1 k=l k=l 

Como X = {xj,..., x n } es ortonormal, resulta que 


( z j > z j) ~ Pkl Pkj ~ &IJ ’ 

k=1 


luego Z es ortonormal y (7) =>(8). 

Finalmente, si se cumple (8), sea U = { Uj,..., u n } c £ una base or¬ 
tonormal. Para todo u = aj uj + ••• + a n u n e £ se tiene 



Como { A iq ,..., A u n } c F es un conjunto ortonormal, 


Aul 2 = 


I “i Au,- 


i=l 




luego | Auj = |u| y (8) =>(1). □ 

Observacion: El Teorema 14.1 respalda el dicho: “enunciado largo 
implica demostracion fåcil”. (Dicho vålido con la misma precisién y 
generalidad con que se acostumbra validar los pro verbios.) 

Una transformacién lineal A: £ -» F se llama ortogonal si cum¬ 
ple una de las ocho condiciones del Teorema 14.1 (por tanto, todas 
ellas). En particular, un operador lineal A: £ £ se llama ortogonal 

si A* - A _1 . Para que el operador lineal A: E -> E sea ortogonal, es 
suficiente que A* A = I £ o entonces que A A* = I E; 
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De j A v j = | u | resulta que los unicos autovalores posibles para 
un operador ortogonal A: E -► E son +1 y -1. En efecto; Av = Xu con 
u*0, implica |u| = |Au| = |X.u| = |x||u|. Luego j A.| = 1. 

Si u y v son autovectores del operador ortogonal A, con Au-uy 
Av~~v, entonces (u, v) = 0. En efecto: . 

(u, u) = (Au, - Au) = (a*Au, -vj ~ (u, - o) = -(u, u). 

Teorema 14.2. Si el operador ortogonal A -.E-* E deja invariante el sub- 
espacio F c E, entonces A deja invariante el complemento ortogonal F 1 . 

Demostracidn: Sea dado cualquier tueF 1 . Queremos probar que 
AuieF 1 , es decir, que (Aiu,u) = 0 para todo ueF. Ahora bien, la 
restriccién de A al subespacio invariante F es un operador inyectivo 
A:F~> F, por tanto sobreyectivo. Asf, dado v eF, existe ueF tal que 
v = Au. Luego 

(A u> , u) - (A io , A u) = (io , u) = 0 
pues w e F 1 y u e F. □ 

Observacion: Parte del argumento anterior prueba que si el opera¬ 
dor A: E —> E' es inversible y F c E es invariante por A, entonces F 
es invariante por A" 1 . 

Ejemplo 14.4. Un operador lineal S : E -* E que es ortogonal y au- 
toadjunto cumple S*S = / y S* =S, luego S S — I. Por consiguiente 
ortogonal + autoadjunto => involucién. Por el Teorema 7.3, se tiene 
£ = Fj ©F 2 , donde FjsjueEjSi^o} yF 2 ={ue£ ; Su = -u}. Asf, 
los elementos no nulos de Fj y F 2 son los autovectores de S correspon- 
dientes a los autovalores +1 y -1, respectivamente. De la Observacién 
que precede al Teorema 14.2 resulta que F z =(F l ) x . Juntando una 
base ortonormal de Fj con una base ortonormal de F 2 , se obtiene una 
base ortonormal de E respecto a la cual la matriz de S es diagonal, 

con la diagonal de la formå (1. 1 , - 11 ). El operador S es una 

reflexién ortogonal. El lector puede verificar, sin dificultad, que dos 
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cualesquiera de las siguientes propiedades de un operador lineal 
S:E->E, implican la tercera: (a) S S = /, (b) S* = S, (c) S* = S 

En seguida, examinaremos c6mo puede ser un operador ortogonal 
A : E -> £ en un espacio vectorial de dimensidn 2, provisto de un pro- 
ducto interno. 

Segun los autovalores de A, hay cuatro posibilidades: 

(1) A posee un unico autovalor: 1. En este caso, A-J. 

En efecto, sea ueE un vector unitario tal que Au = u.SiueE 
es otro vector unitario perpendicular a u, entonces Av también lo es 
(por el Teorema 14.2); luego Av = ±v. Como A no admite el autovalor 
-1, se debe tener Av = v. Pero {u,y}c £ es una base, por lo tanto 
A = I. 

(2) A posee un unico autovalor: -1. Entonces, A = - /. 

El argumento es anålogo al anterior. 

(3) A tiene dos autovalores: 1 y -1. Entonces tomamos vectores uni- 
tarios u,ueEconAu = uyAi> = -u; luego { u, v } c E es una base or- 
tonormal, respecto a la cual la matriz de A es 



En este caso, A es la reflexidn ortogonal respecto al eje que contiene 
al vector u. 

(4) A no tiene autovalores (reales). 

Entonces tomamos una base ortonormal arbitraria { u , v } c E. 
La matriz de A en esta base, siendo ortogonal 2x2 sin autovalores, 
tiene, segun el Ejemplo 14.2, la forma 


cosØ -senØ 

a = 

sen 0 cos 0 
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Estamos tentados a decir que, en este caso, el operador A:E-> E es 
la rotacién de ångulo 0. Pero para eso es necesario verificar que 0 no 
depende de la base ortonormal U = { u, o} c E elegida. Ahora bien, si 
tomamos otra base ortonormal U' = {u',v'} c £, la nueva matriz de 
Aes a' - p _1 ap, donde 

fa bl 


matriz de paso de U a U', es ortogonal, luego p * = p T , As i, 



a c 

cos 0 

-sen ø" 

a 

b 

a' = 

b d 

sen 0 

COSØ 

c 

d 


Tomando en cuenta la ortonormalidad de las filas y de las co 
lumnas de la matriz p, un cålculo fåcil prueba que o bien se tiene 

cosØ -senø" 

a = 

sen 0 cos 0 

o bien 


COSØ 

sen 0 


cos(-0) 

-sen(-Ø) 

-sen 0 

cos 0 


-sen{-0) 

cos (-0) 


conforme sea ad -bc — 1 6 ad-bc = -1, respectivamente. 

En otras palabras, queda determinado el ångulo 0 pero no el signo. 
Esto significa que en un espacio vectorial de dimensiån 2, dotado de 
un producto interno, tiene sentido la nociån de ångulo sålo en valor 
absoluto. Para que se pueda hablar de ångulo dotado de signo es pre- 
ciso introducir una orientacién en E, es decir, escoger una base or¬ 
tonormal (u,o}c£, llamarla positiva y declarar que también son 
positivas todas las bases ortonormales de E que se obtienen de ella 
por medio de matrices de paso ortogonales con determinante ad-bc 
igual a 1. De cualquier modo, con o sin orientacidn, los operadores or- 
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togonales sin autovalores (juntamente con ± J) en un espacio vecto- 
rial de dimensién 2, serån llamados rotaciones. (/ y -/ son las rota- 
ciones de ångulo 0° y 180 °, respectivamente.) 

Teor ema 145 . Seo A:E-*E un operador ortogonal en un espacio vec- 
torial de dimension finita provisto de producto interno. Existe una ba¬ 
se ortonormal de E respecto a la cual la matriz de A tiene la forma 

n 1 


i 


-i 


-i 

cosaj -sen 
sen 04 cos 04 


cos a k -sen a k 
sena k cosa^ 

donde los términos omitidos son iguales a cero. 

Demostracion: Fj = {o e£; Av = u} y F 2 - {o e£; Au~ - u} son sub- 
espacios vectoriales invariantes por A, con fl F 2 = { 0 }. Luego 
F = Fj © F 2 también es un subespacio invariante por A y lo mismo 

sucede con el complemento ortogonal F l . Sea { “1. U r} cF Una 

base ortonormal cuyos primeros vectores forman una base de Fj y los 
restantes una base de F 2 . Ningun subespacio de dimensién 1 en F 1 
es invariante por A, luego existe un subespacio invariante G c F x de 
dimension 2 . Sea {u^nijJcG una base ortonormal. Como vimos antes, 
se tiene A14 = cos 04 • 14 + sen 04 114, A114 = - sen 04 ■ 14 + cos 04‘tøj. 
Otra vez, el complemento ortogonal de G en F 1 es un subespacio in¬ 
variante por A, sin autovectores, luego contiene un subespacio inva- 
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riante de dimensidn 2. Anålogamente, llegaremos a una base orto- 
normal } c: F l tal que A u t = cos a, u ( + sen a f w f y 

A iv, = - sen a, v, + cos a ( tu ( para i = 1,..., k . Entonces, el conjunto 

{ Uj. u r , Uj, i«i,..., v k , u) k } c E es una base ortonormal, respecto a 

la cual la matriz de A tiene la forma deseada. □ 

Observacion: La matriz a la que se refiere el Teorema 14.3 puede no 
tener elementos iguales a 1 6 a -1, como puede no contener ninguno 
de los bloques 2 x 2 , caracteristicos de las rotaciones. Ademås, si es 
conveniente, cada bloque igual a I 2 6 a -1 2 puede sustituirse, respec- 
tivamente, por los bloques 


[ cos 0 

-sen 0 

A 

COS 7C 

-sen n 

sen 0 

cos 0 

u 

sen 7i 

cos n 


Corolario. Si E tiene dimensiån impar, cualquier operador ortogonal 
A: E E posee un autovector v, con Au = v 6 Au - ~v. 


Ejemplo 14 . 5 . Sea A: R 3 -> IR 3 un operador ortogonal en el espacio 
euclideano tridimensionai. Si A*± /, entonces existe una base orto¬ 
normal { Uj, u 2 , u 3 } c R 3 respecto a la cual la matriz de A tiene una 
de las cuatro formas siguientes: 


’l 0 0' 

0 10, 

0 0 -1 

'1 0 0' 
0 cos et -sen a 
0 sen a cos a 


1 0 0' 

0-10, 

0 0 -1 

-1 0 0 ‘ 
0 cosa -sena 
0 sen a cos a 


En el primer caso, A es la reflexidn respecto del plano que contiene a 
los vectores Uj, u 2 (paralelamente a u 3 ), En el segundo caso, A es la 
reflexidn respecto del eje que contiene a Uj, es decir, es la rotacidn de 
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180 ° en respecto de ese eje. En el tercer caso, A es la rotacion de ån- 
gulo a respecto del eje que contiene a . En el ultimo caso, A es esa 
rotacién seguida de la reflexién respecto del plano que contiene au 2 y 
U3. Estas cuatro posibilidades, mås A = / y A = - /, se refieren a to¬ 
dos los tipos de operadores ortogonales en R 2 . 

Teorema 14.4. Sea E un espacio vectorial de dimension finita, pro- 
visto de producto interno. Todo operador lineal A: E -» E admite una 
descomposiciån de la forma A = PU, donde U-.E -» E es ortogonal y 
P.E-+E es no negativo. 

Demostracion: De acuerdo al Teorema 13 . 10 , existen bases orto- 
normales { ^ ,..., u„ } c £ y { u,,..., v n } c E y numeros X f > 0 tales 

que A u, = k t v, para i = 1 .n. Definamos los operadores P, U: E -» E 

estableciendo Pu, = X, Oj y Evidentemente, P es autoadjunto, 

> 0 , U es ortogonal y P U = A. □ 

La expresidn A-PU se Uama descomposiciån polar del opera¬ 
dor A, por analogia con la forma polar z = r e ie de un numero comple- 
jo. Los factores Py U son univocamente determinados a partir de A, 
si A es inversible. Probémoslo: Es claro que A inversible implica que 
P también es inversible, luego es positivo. De A-PU deducimos 
A* = (J*P y, multiplicando miembro a miembro estas igualdades, te¬ 
nemos A A* = PUU*P = P 2 ; por lo tanto P es la raiz cuadrada posi¬ 
tiva del operador positivo A A* (vea el Teorema 13 . 8 ). Multiplicando 
la igualdad A = PU por P" 1 a izquierda, vemos U = P~ l A. Esto prue- 
ba que, si A es inversible, P = ^A A* y U - P~ l A son univocamente 
determinados a partir de la igualdad A = PU. 

Ejercicios 

14.1. Pruebe que las filas de una matriz a son ortogonales dos a dos 
si, y sdlo si, a a T = d , siendo d una matriz diagonal. Enuncie y pruebe 
un resultado anålogo sobre la ortogonalidad de las columnas de a. 
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14.2. Si las filas de una matriz cuadrada son ortogonales dos a dos 
y tienen la misma norma, pruebe que las columnas de esa matriz 
también son ortogonales dos a dos. 

14.3. Dé ejemplos de: 

(a) Una matriz inversible cuyas filas son ortogonales dos a dos, pero 
las columnas no lo son. 

(b) Una matriz (no cuadrada) cuyas filas son ortogonales y tienen la 
misma norma, pero las columnas no son ortogonales. 

(c) Una matriz cuyas filas (y columnas) son ortogonales dos a dos, 
pero las normas de las filas son diferentes. 

14.4. Sea /:R" R" una funcidn tal que /(0) = 0 y J/(u)-/(u)| = 
j u - u j para cualesquiera u, v e R". (O sea, que / deja fijo el 0 y pre- 
serva las distancias.) Pruebe: 

(a) Para todo v e IR", se tiene | /(u) | = | y [. 

(b) Para cualesquiera u, v e R", se tiene {/(u), /(u)) = { u,v }. [Use la 
igualdad (u,u) = i(|uj 2 + |oj 2 - |u-yj 2 )]. 

(c) Los vectores Uj =/(ej), ... , u n - f(e n ) forman una base ortonor- 
mal en R". 

(d) Para todo v = e } + ••• + x n e n e R", se tiene (/(o), u f ) = x,, lue¬ 
go /{o) = x lUl + ••• +x ri u„ . 

(e) /: R" -> R" es un operador lineal, luego es ortogonal. 

Una funcion ff:IR" ->R" se llama isometria cuando jff(u)-g(o)| 

= | u - v j para cualesquiera u, v e R". Infiera que toda isometria tiene 
la forma ff (u) = A-v + b, donde A: R" -> R" es un operador (lineal) orto¬ 
gonal y b e R" es un vector constante (independiente de u), 

14.5. Sea £ un espacio vectorial de dimension finita, con producto 
interno. Si Aq -.F -> £ es una transformacidn lineal ortogonal defini- 
da en un subespacio vectorial F c £ . Pruebe que existe un operador 
ortogonal A : E —> £ tal que A u = Aq -u, para todo u e F. 
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14,6. Sean A: F G y B: F -» H transformaciones lineales inversi- 
bles. (G y H son espacios de dimensién finita, provistos de producto 
intemo.) Pruebe que existe una transformacién ortogonal (inversible) 
C:G —> H con B = CA si,ys6losi, | Au| = | Bu |, para todo o eF. 


14.7. Sean £ un espacio vectorial de dimensién finita, con producto 

intemo. Dados dos operadores A,B:E -> E tales que |Ao| = |Buj, 
para todo u e £, pmebe que existe C: £ £ ortogonal, con B = C A. 

(Sugerencia: observe que Af(A) = Af(B). Considere F = Af(A ) 1 y sean 
Aq-.F -+Im(A), B 0 :F -> lm(B) los isomorfismos obtenidos por las 
restricciones de A y B, respectivamente. Use el ejercicio anterior para 
hallar C 0 : Im(A) ->• con B 0 =C 0 Aq y obtenga C por el Ejer¬ 

cicio 14.5.) 

14.8. Dada una base ortonormal { iq, u 2 , U 3 } <= R 3 , sean n , p e N 
tales que p = n 2 + n + 1. Defina un operador A: R 3 -> R 3 con A iq = tq , 
Au 2 = o 2 , Au 3 = 03 , donde 


tq = —[nuj + (n + l)u 2 + n(n + l)u 3 ], 


v 2 [n(n + l)u 1 + nu 2 -(n + l)u 3 ], 
o 3 =-[(n + !)ui -n(n-f !)u 2 + nu 3 ]. 


Pmebe que el operador A es ortogonal. 

14.9. Para dos bases ortonormales arbitrarias l/ = {iq,...,u n }cEy 
V - {wj ,...,u n } c E, pmebe que existe un operador ortogonal A: £ -> £ 
tal que Aiq = iqAu n = Si las bases dadas son formadas por 
los vectores 

«!=£(!,2,2), u 2 =1(2,1,-2), u 3 = 3(2.-2,1) y 
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°i =^(2.3,6), u 2 = y(6,2, -3), u 3 = 1(3,-6,2) en R 3 , 
determine la matriz de A en la base canénica de R 3 . 

14.10. Sea dado el vector unitario u € R n . Demuestre que el operador 
H u : R n -> R n , defirødo por H u v-v - 2(v, u)u, es ortogonal. (Reflexién 
respecto de {u} 1 .) Dados v*u> en R n , con |o| = jtn[, pruebe que, to- 
mando u = (w-w)/[o-u>|, se tiene H u v = w. Determine la matriz de 
H u en funcién de las coordenadas de u (“matriz de Householder”). 

14.11. Demuestre que todo operador A :£—>£, en un espacio vec- 
torial de dimensién finita provisto de producto interno, se puede es- 
cribir como A — U P, donde U es ortogonal y P es no negativo. (Haga 
la descomposicién polar de A *.) 

Con la notacién del Ejercicio 11.17, considere un operador or¬ 
togonal AsJ!(E) y defina M A : X (£) -> J1 (£) con M a X = AX. 
Pruebe que M A es un operador ortogonal. 

14.13. Si una matriz ortogonal es triangular, pruebe que ella es dia¬ 
gonal y su cuadrado es igual a la matriz identidad. 

14.14. Sea £ un espacio vectorial de dimensién finita, con producto 
interno. Una funcién S :E -> E se llama semejanza si existe un mime- 
ro r > 0 (llamado razån de semejanza) tal que [S(u) - S(u)| = r| u - u| 
para cualesquiera u, u e £. Si S es una semejanza de razén r, pruebe 
que existe un operador ortogonal A: E —> £ y un vector b e £ tales 
que S{u) = r-Av + b, para todo v e £. 

14.15. Sea A; E -> £ un operador lineal que transforma vectores uni- 
tarios en vectores unitarios. Pruebe que A es ortogonal. Infiera que si 
S: £ -> £ es un operador lineal inversible que transforma dos vecto¬ 
res cualesquiera de la misma longitud en vectores de la misma longi- 
tud, entonces S es una semejanza. 
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14.16. Sea S-.E-+ E un operador lineal inversible que preserva én- 
gulos, esto es, tal que 

(Su,Sv) (u,u) 

|Su||Su| ” |u|M 

cuando u * 0 y v * 0. Demuestre que S transforma vectores ortogo¬ 
nales de la misma longitud en vectores ortogonales de igual longitud. 
Infiera que S es una semejanza. 

14.17. Con el producto interno dado en el Ejercicio 11.17, pruebe que 
los operadores ortogonales tienen norma igual a yfn, donde n = dim £. 

14.18. Si la descomposicién polar de un operador es unica, pruebe 
que dicho operador es inversible. 

14.19. Sea A:R 3 ->R 3 dada por A(x, y, z) = (2x + 3y - 6z, 6x + 2y + 
3z, -3x + 6y + 2z). Pruebe que A es una semejanza de razén 7, sa- 
biendo que existe v e R 3 con Ao = 7o o existe w e R 3 con Aw = - 7w. 
Halle un autovector de A, complételo para obtener una base ortonor- 
mal de R 3 y determine la matriz del operador A en dicha base. 

14.20. Sea a - [a^ ••• a„] e M(1 x n) tal que af + —t- =1. Prue¬ 
be que a T a eM(n x n) es la matriz de una proyeccién ortogonal. De¬ 
termine la imagen y el nucleo de esa proyeccién. 

14.21. ^Puede una matriz ortogonal ser antisimétrica? 

14.22. Sea a una matriz una matriz ortogonal n x n. 

(a) Demuestre que A: M(n * n)-> M(n x n), definida mediante Ax = 
ax T +xa T , es una transformacién lineal cuya imagen es el 
coryunto de las matrices simétricas. 

(b) Pruebe que, dada una matriz simétrica s e M(n x n), el conjunto 
de las matrices x tales que ax T + xa T = s es una variedad afin 
de dimensién n(n - l)/2 en el espacio vectorial M(nxn). 


218 


Opwdorw Ortogonales 


Sscc/do 14 


14^3. Halle una matriz ortogonal 4x4 cuyos elementos sean todos 
de la formå ±i. 

14.24. Sea v-(a,b,c) un vector unitario diferente de ±e 3 . Pruebe 
que existe x tal que la matriz siguiente es ortogonal: 

a b c 

bx -ax 0 

acx bcx — 1/x 


14.25. Un operador autoadjunto N.E-+E se Hama negativo cuando 
{/V v , vj < 0 para todo u^O en £. Determine la (unica) descomposicidn 
polar de un operador negativo N. 

14.26. Pruebe que los elementos de la diagonal de una matriz nega¬ 
tiva son numeros negativos. 

es negativa. 


14.27. Pruebe que la matriz 


-34 12 ] 

12 -41 


14.28. Halle la descomposicidn polar de la matriz 


2 

2 



14.29. Sean a e M (rxr)yceM(sxs) matrices ortogonales. Pruebe 
que la matriz (r + s) x (r + s) siguiente es ortogonal si, y sdlo si, b = 0: 

a b 
° c 


14.30. Obtenga la descomposicidn polar de la matriz 

’Æ i i' 

-V2 1 1 . 

0 1 -1 



Operadores Normales 
(Caso Real) 


Estudiaremos ahora el tipo mås general de operadores (en un espacio 
vectorial de dimension finita, provisto de producto interno) para los 
cuales se cumple un resultado andlogo al del Teorema 14.3, es decir: 
para los que existe una base ortonormal en la que la matriz del opera - 
dor comienza en la forma diagonal, seguida por una serie de bloques 
2 x2 de la forma 

' a P' 

-P a ‘ 

Ellos son los operadores normales. En la Seccion 21 veremos que, en 
los espacios vectoriales complejos, los operadores normales son preci- 
samente aquellos que admiten una base ortonormal de autovectores. 

En esta seccién, todos los espacios vectoriales tienen dimensién 
finita y estån provistos de producto interno. 

Un operador lineal A:E -» E se llama normal si conmuta con 
su adjunto, esto es, cuando A A* = A* A. 

Una matriz cuadrada a se llama normal cuando conmuta con 
su transpuesta, esto es, si aa^ =a^a. Por lo tanto un operador es 
normal si, y solamente si, su matriz respecto a una base ortonormal 
es una matriz normal. 
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Ejemplo 15.1. Los operadores autoadjuntos y los ortogonales son 
normales. Andlogamente, las matrices simétricas y las ortogonales 
cuadradas son normales. 


EJjemplo 15.2. (Matrices normales 2x2.) Sea a = 
normal 2x2. Tenemos 


c 

d 


una matriz 


y 


a 2 + c 2 

ad + cd 

_ab + cd 

b 2 +d z 

a 2 +b 2 

ac + bd 

ac + bd 

c 2 + d 2 


Luego a es normal si, y solamente si, b 2 = c 2 (esto es, b = ±c)yab + 
cd = ac + bd. Si b = c, la matriz a es simétrica. En caso contrario, te¬ 
nemos c = -b (con b*0). Entonces, de ab + cd~ac + bd resulta 
b(o - d) = b(d - a), de donde a = d. Por lo tanto, las unicas matrices 
normales 2x2, son las simétricas y las de la forma 


a 



-b 


o 


Observe que si a * 0 entonces 0 * r - yja 2 + b 2 . Luego existe 0 e R 
tal que cos 0 = a/r y sen 0 = b/r. Entonces la matriz a se escribe como 


a = r 


cos 0 
sen 0 


-sen 0 

COSØ 


Esto nos permite concluir que una matriz normal 2 x 2, o bien es si¬ 
métrica o bien es la matriz de una semejanza en el plano. 

Un operador lineal A: E -» E se denomina antisimétrico cuando 
A* - - A, es decir, si (Au,o) = -(u, Au) para cualesquiera u,w e£. 
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Para que A sea antisimétrico, es necesario y suficiente que su matriz 
| ay J respecto a una base ortonormal de E sea antisimétrica, esto es, 
que a,j = -a^ para cualesquiera i,; = l,2,...,n.En particular, a„ = 0. 

En un espacio de dimensién 1, todo operador antisimétrico es igual a ce- 
ro, luego el unico autovalor posible de un operador antisimétrico es 0. 
Evidentemente, todo operador antisimétrico es normal. 

Teorema 15.1. Sea A-.E -> E un operador normal. Existe una base 
ortonormal de E en la cual la matriz de A tiene la forma 

«1 'Pi 
Pi “l 

a s 

p s 

donde los elementos omitidos son iguales a cero. 

Demostracién: Sean a 2 , o 2 ,..., a 2 los autovalores distintos del ope¬ 
rador no negativo AA* = A*A:E -> E, con Oq = 0. Para cualquier 
1 = 0,1, ...,k, sea E, = Af{AA* - of/} el autosubespacio correspon- 

diente al autovalor af. El Teorema Espectral nos afirma que £ = 
Eø © ® E fc . Ademås, si u e E t y o e Ej con i * j , entonces (u, o) = 0. 

De la igualdad AA* ~ A*A resulta inmediatamente que cada subes- 
pacio E ( es invariante por A y por A*. Ahora, por definicién, AA* en 
Ej coincide con øj 2 /. Luego el operador B ( : E, -> E ( , definido para ca¬ 
da i = 1, 2,..., k por Bf u = (l/aj)Au, es ortogonal. Tomemos en E 0 una 

base ortonormal cualquiera. (Observemos que Eq = Af^AA* ] = 


-P, 
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N{A) = JV^A*).) Tomemos también, en cada subespacio £ ( , (i = 1,..., k) 

una base ortonormal en la cual la matriz del operador B, tenga la 
forma dada en el Teorema 14.3. Reuniendo todas esas bases y orde- 
nando sus elementos en forma adecuada, obtenemos una base de £ en 
la cual la matriz del operador A es del tipo deséado. 

Observaciones: 

1. Los numeros Å.j, ..., X r son autovalores de A. Los no nulos tienen 

la forma A. ( = ± o ; , donde ct, es un valor singular de A. Los demås 
valores singulares de A son o ; = ^ ja? + (j = 1 . s ). 

2 . Si A no tiene autovectores, la matriz del Teorema 15.1 no presen¬ 
ta la parte superior (diagonal). Por otro lado, si A es autoadjunto 
no existen los bloques 2 x 2 de la parte inferior. 

Corolario. Sea A :E E un operador antisimétrico. Existe una base 
ortonormal de E respecto a la cual la matriz de A tiene la forma 

ro i 


o 

o -p, 

P] 0 

o -p s 

Ps 0 


Se sigue inmediatamente que el rango de un operador antisi¬ 
métrico es un numero par. 

E^jexnplo 15.4. Sea A.R 3 R 3 un operador antisimétrico. Por el co- 
•olario anterior, existe una base ortonormal jiq, u 2 , u 3 | c'R 3 tal que 
4iij = 0, Au 2 = -pu 3 y AU 3 = pu 2 . En términos del producto vectorial 
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clåsico de R 3 , podemos escoger el signo de de modo que se tenga 
UJXU 2 -U 3 y u 3 x Uj = u 2 * Luego; si w = pu 1 , tenemos, 0 = Auj = 
iqxw, Au 2 =-Pu 3 =p(u 2 x Uj) = u 2 x tu y Au 3 = Pu 2 = p(u 3 x uj) = 
u 3 xu). Asi, A coincide con el operador lineal o v x ty en los vecto- 

O 

res bésicos u lf u 2 , u 3 . Por consiguiente, para todo ueR.se cumple 

3 

Av = v x w. En resumen: todo operador antisimétrico en el espacio R 

O 

es un producto vectorial por un vector fijo u; e R . 

Eferciclos 

15.1. Sea A = B + C la descomposicidn del operador A como suma 
del operador autoadjunto B con el operador antisimétrico C. Pruebe 
que A es normal si, y solamente si, BC = CB. 

15.2. Pruebe que los operadores autoadjuntos S, T: E -> £ son igua- 
les si, y sdlo si, (Su, u) = (Tv, vj, para todo v e £. De ahi, pruebe que 
A:E -> £ es normal si, y sélo si, | Av | = | A* v | para todo u e E. 

15.3. Si dim £ = n y el operador normal A: £ -> £ tiene n autovalo- 
res distintes, demuestre que A es autoadjunto. 

15.4. Sean u lt ..., u n las filas yuj. u n las columnas de una ma¬ 
tris a. Demuestre que ,UjJ para cualesquiera i, j o 

j tij j = | Uj | para todo i o a es normal. 

15 . 5 . Pruebe que una proyeccién P: £ -> £ es un operador normal 
si, y solamente si, P = P*. Anélogamente para una involucién. 

15.6. Sea A: £ -* £ un operador normal. Pruebe que Af(A) = H (A*) 
e infiera que Af(A) x = Im(A) = Zm(A*). 

15.7. Entre las matrices siguientes, determine cuåles son normales. 
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9 

-3 

-6' 


'1 

2 

3' 


1 

0 

0' 

a = 

3 

9 

6 

> b = 

3 

2 

2 

,C = 

0 

-1 

2 


6 

-6 

9 


2 

3 

5 

J 


0 

-2 

-1 


15.8. Sean A,B-.E-*E operadores normales. Suponiendo AB = 0, 
pruebe: 

(a) La imagen de B esté contenida en el nucleo de A; 

(b) La imagen de B* estå contenida en el nucleo de A*; 

(c) La imagen de A estå contenida en el nucleo de B; 

Inflera entonces que BA = 0. 

15.9. Si A, B: £-> E son normales y AB- BA, pruebe que AB es 
normal. 

15.10. Dé ejemplos de operadores normales A, B tales que A + B no 
es normal y AB tampoco. También, dé un ejemplo en que AB es 
normal pero AB* BA. 

15.11. Sea A: E —» E un operador lineal en el espacio E de dimensién 
finita, con producto interno. Suponiendo que / + A e / - A son inver- 
sibles, defina S = (/ + A) (/ - A) -1 . Demuestre que S es ortogonal, si y 
solamente si, A es antisimétrico. 

15.12. Sea el operador A:R 3 ->R 3 dado por A(x, y, z) = (y + 2 z,-x + 
3 z i - 2x-3y). Escriba su matriz en la base canénica y vea que A es 
antisimétrico. Por escalonamiento, halle un vector u e R 3 que es una 
base de ■AZ'(A). Obtenga ademås una base {u,u>}c N’{A) L y escriba la 
matriz de A en la base {u, v, u>} c R 3 . 

15.13. Sea A : R^ —»• el operador lineal definido por 

A(x,y,z,t) = (y-z + t,-x-z + 2t,x + y- t,-x-2y + z). 
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Demuestre que A es antisimétrico. Encuentre bases ortonormales 
(u,u}c Af(A) y {u',o'}c A )\ Determine la matriz de A en la 
base {u,u,u', u'} c R 4 . 

15.14. Si el operador A: E —> £ es antisimétrico, pruebe que todo vec- 
tor o € E es perpendicular a su imagen Au. Si E = R^, pruebe que A 
es un multiplo a R de la rotacién de 90°, R : R 2 -► R . 

15.15. Sea 



la matriz del operador A:R 3 -> R 3 . Pruebe que, para todo u e R 3 , se 
tiene Au = u x tu, donde tu = (a, b, c). 


15.16. Sea A: E -> E un operador normal. SiAu = X.uy Au = pu con 
X * p , demuestre que (u, u) = 0. 

15.17. Sean tq, u 2 > — > u n los vectores fila y u 1; u 2 , ..., v n los vectores 

"si b 

columna de la matriz , donde aeM(pxp). Si |uj| = |u f | para 

c d 

i = 1.n; pruebe que b = 0 eM(mx(n-p)), 


15.18. Si un subespacio F c £ es invariante por el operador normal 
A:É~> E, pruebe que F también es invariante por A* y que el com- 
plemento ortogonal F 1 es invariante por AyA*. 

15.19. Sea F c E un subespacio invariante por el operador normal 
A: E —> E. Demuestre que la restriccién de A al subespacio F es, tam¬ 
bién, un operador normal. 
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La nocién de seudoinversa y el estudio de sus propiedades constituyen 
una manera simple y atractiva de aplicar algunos de los resultados 
obtenidos en las secciones anteriores. Desde el punto de vista pråctico, 
esta nocién responde una pregunta bastante natural, que ocurre en di- 
ferentes aplicaciones del Algebra Lineal: dados A eJ?(E,F) y b e F, si 
es imposible encontrar x e E tal que Ax — b, icual es, o mejor, cudles 
son los vectores x e E tales que el error j A x — b | es el menor posible y 
cuål de esos vectores x es la solucién éptima (es decir, tiene la menor 
norma)? 

Sabemos que un sistema de m ecuaciones lineales con n incég- 
nitas puede interpretarse como el problema de encontrar un vector 
x e R n tal que A x = b, donde A: R n —> R m es la transformacién lineal 
cuya matriz (en las bases canénicas de R" y R m ) es dada por los coe- 
ficientes del sistema y b e R m es el vector cuyas coordenadas son los 
numeros que estén en los segundos miembros de las ecuaciones de 
dicho sistema. 

Si b no pertenece a la imagen de A, el sistema Ax = b eviden- 
temente no tiene solucién. Tiene sentido, mientras tanto, buscar en 
R n un vector x tal que Ax sea el més préximo posible de b y, de entre 
esos vectores x, aquel de menor norma. Esto nos lleva a la nocién de 
seudoinversa de una transformacién lineal. 



S*ocM»f« 


Seudoinveraa 


227 


Sea A:£ -> F una transformacién lineal entre espacios vecto- 
riales de dimensién finita, provistos de producto intemo. La seudoin- 
versa de A es la funcién A + : F -> £ que a cada y g F le asigna el vec- 
tor A + y = x g £, de menor norma entre todos los vectores x e £ que 
hacen minima la distancia [ y - A x j. (Fig. 16.1.) 



Describamos cémo se comporta la seudoinversa A + : F—>£. Da¬ 
do y g F, el vector de Im(A) més préximo de y es la proyeccién orto¬ 
gonal y 0 , de y sobre Im{A), caracterizada por el hecho de que y 0 g 
Im(A) e y-y 0 es perpendicular a (todos los vectores de) Im(A), es 
decir, y- y 0 g ^(A*). Como y 0 e Jm(A), existen vectores x g £ ta¬ 
les que Ax = y 0 . Si x es uno de ellos, los demås son de la forma x + z, 
donde z g Af(A ), por el Teorema 6.4. De estos vectores x + z, el de 
menor norma es x - x 0 , donde x 0 es la proyeccién ortogonal de x so¬ 
bre N(A) pues, siendo x-x 0 perpendicular a Af(A), Pitågoras nos 
da.jaara todo z g N'(A): 

Jx + z| 2 = jx-x 0 +z + x 0 | 2 = jx-x 0 | 2 + |z + Xq| 2 > |x-X 0 ] 

(pues z + xq g N(A) , luego es perpendicular a x - x 0 ). Por lo tanto 
A + y = x-Xg. Note que, siendo ortogonal a N(A), A + y pertenece a 
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lm[A*y En realidad, A + y es el unico vector de la imagen de A* tal 
que AA + y = y 0 . (En efecto, A, restringida a es inyectiva, 

puestoque Zm(A*j f| JV(A) = {0}.) 

Esta definicién de seudoinversa de una transformacién lineal 
A -.E F presenta a A + :F -+ E como una funcién bien definida, con 
las propiedades geométricas deseadas, pero no aclara si A + es una 
transformacién lineal. Usando el Teorema 13.10, presentaremos en 
seguida una transformacién A': F -> E que ciertamente es lineal, pe¬ 
ro que usa ciertas bases escogidas en E y F de modo que no parece es- 
tar bien definida. En seguida, probaremos que A' = A + , luego A + es 
lineal y A' no depende de la eleccién de las bases. 

Sea r el rango de la transformacién lineal A.E-+F. Por el Teore¬ 
ma 13.10, existen bases ortonormales {iq ,..., u„ } c E, {iq ,..., } c F 

y numeros positivos cq,... , a r tales que Au, = a, , A* u, = cr, u , para 
l<i<r yAU|=0, A*o, = 0 para i > r. Por el Teorema 4.1, existe una 
unica transformacién lineal A': F -> £ tal que 

A'u, = — u, paral<i<r y A'o, = 0 cuando i>r. 

c f 

Teorema 16.1. A' = A + = seudoinversa de A. 

Demostracién: Debemos probar que, para todo y e F, el vector A'y 
es igual a A + y, esto es, tiene las siguientes propiedades: (1) A A'y = y 0 
es el vector de Im(A) mås préximo de y; (2) A'y es el vector de me- 
nor norma en £ cuya imagen por A es y 0 . Estas afirmaciones son equi- 
valentes a (D (y-A A'y) 1 Zm(A), es decir, y-AA'y e M[A*), o 
aun, A *y = A*A A'y ; (2') A'y e Zm(A*). Evidentemente, basta veri- 
ficar la validez de (1') y (2') cuando y es cualquiera de los vectores 
båsicos uj, ... , w m . En estos casos, sin embargo, <1') y (2') resultan 
inmediatamente de la definicién de A'. □ 
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Corolario 1. AA+ :F -> F es la proyeccion ortogonal sobre Im(A) y 
A*A; £ -> E es la proyeccion ortogonal sobre Im (A*). 

En efecto, tenemos A A'u, = u, si 1 < i < r , A'u, = 0 si i > r , A' = A 
y {Uj,, u r } c: 2m(A) es una base. Anålogamente para A + A. (El Co- 
rolariol también resulta, directamente, de la definition de A + .) □ 

Corolario 2 .SiA-.E^Fes inyectiva, entonces A + = (A*A) 1 A*. 

En efecto, si A es inyectiva, el operador A*A: E -* E es inversi- 
ble (Corolario del Teorema 13.9.) La igualdad en cuestion significa 
que A*(AA + ) = A* , lo que fue establecido en la demostracién del 
Teorema 16.1. (Forma final de la condicién (1').) □ 

Corolario 3. Si A-.E -» F es sobreyectiva entonces A + =A*(AA’ I ‘) l . 

En efecto, por el Corolario del Teorema 13.9, A sobreyectiva 
implica que el operador A A* :F -> F es inversible y la igualdad en 
cuestion equivale a (A + A)A* = A*. Esto es evidente, si sustituimos 
A + por A' (vea la prueba del Teorema 16.1) y comprobamos la iguaL 
dad en cada uno de los vectores de la base { . v m } c F . □ 

Corolario 4. Si A: E -> F es inversible entonces A + = A l . 

Evidente. □ 

Se sigue de los Corolarios 2 y 3 que si A es inyectiva entonces 
A + es una inversa a izquierda de A; y si A es sobreyectiva, entonces 
A + es una inversa a derecha de A. 

Corolario 5. Para toda transformacion lineal A-.E -* F, se tiene 
(A*) + =(A + )* :£^F. 
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En efecto, las bases ortonormales dadas por el Teorema 13.10 y 
usadas en la definicién de A' sirven tanto para A como para A*. Si 
las usamos con A* en vez de A; obtendremos (A*) r u, = (l/ojo, si 
1 < i < r, y (A*)' u, = 0 si i S r +1. Pero es evidente que (A')* se com- 
porta del mismo modo sobre los vectores bdsicos u t . Luego (A')* = 
(**)', de lo que se deduce la conclusidn. □ 

Ejemplo 16.1. Si A-.E -> F es ortogonal entonces es inyectiva, luego 
A + = ( A * Aj 1 A*. Pero la ortogonalidad de A significa A*A = l E , lue¬ 
go A + = A*. 

Ejemplo 16.2. Sea A:R 2 -v R 3 definida por A(x,y) = (x, y,0). Como 
A es ortogonal, tenemos A + - A*. La matriz de A tiene columnas 
(l, 0 ,0), y (o, l.o), luego éstas son las filas de la matriz A *, por lo tan- 
to A (x,y,z) = (x,y). Entonces se tiene que, la seudoinversa de A es 
A + : R 3 -> R 2 , definida por A + (x, y, z) = (x, y). 

Ejemplo 16.3. Sea A;R 2 -*R^ definida por A(x,y) = (x,y, x + y). 
Como A es inyectiva, entonces su seudoinversa es A + = ^A*A) _1 A*. 
Las columnas de la matriz de A (filas de la matriz de A*) son (1,0,1) 
y (0,1,1), luego 

A*(x,y, z) = (x + z,y + z), 

de donde 

A*A(x, y) = (2x + y,x + 2y). 

Para determinar (A*A) _1 (x, y) = (s, t), resolvemos el sistema (A*A)(s, t) 

= (x, y), es decir 2s +1 = x, s + 2t = y, en el cual las incégnitas son s, t. 
Obtenemos 




Por lo tanto 

(A*A) 1 (x,y) = i(2x-y.,2y-x). 


Aflf, para cualquier {x, y, z) e R 3 tenemos 

= (A*A) ^x + z.y + z) 

= i( 2 x-y + z, 2 y-x + z). 

Etfemplo 16.4. Sea B: R 3 -► R 2 dada por 

B(x,y,z) = i( 2 x-y + z,-x + 2y + z). 

Tenemos las matrices de rango 2: 

‘ 2 - 1 ' 

1 1 

Luego B es sobreyectiva y B + = B^BB* j *. Como la matriz de B es 
b T , tenemos 

B*(x, y) = -i(2x-y,-x + 2y,x + y) 
para cualquier (x, y) e R 2 . Se sigue que B B* : R 2 -> R 2 es dado por 


b 4 


2 -1 1 

-1 2 1 
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BB*(x , y) = 2x-y,-x + 2y,x + y) 

= ^(6x-3y,-3x + 6y) 

= ^(2x - y, -x + 2y). 

Para determiner [BB*)~\x, y) = (s,t), resolvemos el sistema BB*(s, t) 
= (x,y), esto es, resolvemos 2s-f = 3x, -$ + 2t = 3y, en las incdgni- 
tas s, t, y encontramos s = 2x + y, f = x + 2y, por lo tanto 

(BB*) -1 (x,y) = (2x + y, x + 2y) . 

Esto nos da finalmente: 

B + (x,y) = B*(BB*) _1 (x,y) 

= B*(2x + y, x + 2y) 

= •J(3x,3y,3x + 3y), 

es decir, B + (x, y) = (x,y,x + y). 

Retomando la transformacidn A del Ejemplo 16.3, vemos que B = A + 
y constatamos que (^ + | + -B + =A. 

La relacidn /A ++ = A, verificada en el caso particular anterior, 
se cumple en general. Esto puede verse fåcilmente examinando la de- 
finicidn de la transformacidn A' y observando que (A')' = A. Como 
A' = el resultado es inmediato. 
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Ejercicios 

16.1. Determine la seudoinversa de cada una de las siguientes 
transformaciones lineales: 

(a) La transformacidn nula 0: £ -> F; . 

(b) La proyeccidn ortogonal P : E -* E sobre el subespacio F; 

(c) La misma proyeccidn anterior, considerada como transforma- 
ci6n lineal de £ sobre F; 

(d) La proyeccidn (no ortogonal) P: sobre la recta F, pa- 

ralelamente a la recta G. (Describa P + geométricamente.) 

16.2. Para toda transformacidn lineal A.E —> F y todo a ^ 0, prue- 

be que (a • A) + = — • A + . 

a 

16.3. Identifique el nucleo y la imagen de la seudoinversa de una 
transformaci6n lineal A. E —> F. 

16.4. Dada la transformacidn lineal A:E -> F, pruebe que, para to¬ 
do w e F, se tiene A + A A*v = A*to. 

16.5. Sean A:E->F y B:F->G transformaciones lineales. Si 
Im(A) = Im(B*), demuestre que (BA) + = A + B + . 

16.6. Dado el operador A: E -> £, pruebe que: 

(a) Si A es autoadjunto, A + también lo es. 

(b) Si A es normal, A + también lo es. 

(c) Si A es no negativa, A + también lo es. 

16.7. Dados los vectores linealmente independientes ^, o r e R n , 
sea a e M(n x r) la matriz que los tiene como columnas. Demuestre 
que la proyeccidn ortogonal de un vector cualquiera xeR" sobre el 
subespacio generado por u lt ...,o r es Px = a(a T a] a x, donde se 
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identifica el vector xeR" con la matriz x eM(n x 1) cuya unica co¬ 
lumna es x. 

16-8. Use la férmula anterior para determinar la proyeccién ortogo¬ 
nal del vector (1, 2, 3) sobre el plano generado por los vectores (1 1 11 

y ' 

16.9. Sea A:R n -»R m una transformacién lineal. Pruebe que dado 
cualquier be R"\ la ecuacién A*Ax = A*b siempre tiene solucidn. 
(Una infinidad, si A* A no es inversible.) 

16.10. Pruebe las siguientes propiedades de la seudoinversa de una 
transformacién lineal A -.E-* F: 

(a) AA + A = A (b) A + AA + =A + 

(c) (AA + )* = AA + (d) (a + a)* = a + a. 

16.11. Sea A:R 2 ->R 3 dada por A(x, y) = (x, y, 2x + 3y). Determine 
la seudoinversa A + : R 3 -> R 2 . 

16.12. Halle la seudoinversa de la transformacién lineal A:R 3 -► R 2 , 
sabiendo que A(x, y, z) = (x + y, y + z). 

16.13. Determine la seudoinversa de una matriz diagonal d=[d y ] 
e M(n x n). (Esto significa, evidentemente, la matriz de D + del ope- 

rador lineal D:R n -> R" cuya matriz en la base canénica es d.) Consi- 
dere, exphcitamente, el caso en que la diagonal de la matriz d es (1 0 
-2,0,1/3). 

16.14. Dada la transformacién lineal (no necesariamente inyectiva) 
A: E F, sean P.E -> E y Q.F ->F las proyecciones ortogonales so¬ 
bre Im(A*J e Im(A) respectivamente. Interprete y demuestre la igual- 
dad A + =PA _1 Q. 
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16 . 15 . Sea el operador A : R 2 ~> R 2 definido por A(x, y) = (x - p, x - y). 
Determine la matriz de A + : R 2 -> R 2 en la base candnica. Halle el 
vector v e R 2 de menor norma tal que Av esté lo mås prdximo posible 
de u> = {3,5). 

16 . 16 . Dado el vector no nulo a e E , defina la transformacidn lineal 
A:R->£ mediante A l = a. Pruebe que A*:E-»R es definida por 
A*-w = (a,w) y, usando la expresidn A 4- = (A*A)~ 1 A*, infiera que 
A + :E-» R es dada por A + w = (a, u>)/ja | 2 . 

16 . 17 . Fijado el vector no nulo b eE, defina B: E -> R mediante Bw = 
(b.Lu). Pruebe que B + = B*^BB*) _1 , para inferir que B + :R-»E cum- 

pleB + 'l = b/|b| 2 . 


16 . 18 . Sean A:R->EyB:E-»R definidas por Al -a, Bw = (fa, tu), 
donde a,b eE son vectores fijados de tal modo que (a, b) * 0. Pruebe 
i|ue las transformaciones lineales (BA) + :R->R y A + B + : R -> R, son 

jadas por 


(BA) + 1 = 


(a,b) 


y (A + B + )l 


( a ’ b ) 

M 2 -M 2 ‘ 


Conciuya que, en general, se tiene (BA) + * A + B + . Dé un ejemplo con- 
creto de esta desigualdad, con A: R -> R 2 y B: R 2 -»R. 


16 . 19 . Con las notaciones de los dos ejercicios anteriores, demuestre 
que (AB) + = B + A + , si A es inyectiva y B sobreyectiva 

16 . 20 . Sea A-.E-* F la transformacidn lineal de rango 1 dada por 
Ao=(u,a)b, donde aeE y beF son vectores *0. Sabiendo que 
A* w = (w,b)a para todo w e F (vea Ejercicio 11.17), pruebe que 
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para todo w eF. 



16.21. Sean A:R m -^R" sobreyectiva yB:R%R m inyectiva. Pruebe 
que (BA) + = A + B + . (Generalizacidn del Ejerricio 16.18.) 


16.22. Demuestre que la proyeccidn P:E —» E es ortogonal si, y so- 
lamente si, P + = P. 


16.23. Use el Ejeciciol 6.20 para calcular la seudoinversa de la trans- 

n rt 

formacidn lineal A: R —► R que tiene la matriz 


a = 


1 3 
4 12 
1 3 


16.24. Sean t>i, ^2 > u 3 > y 4 • u 5 G las columnas de una matriz [ ] e 

M(4 x 5). Suponga que pj y v 2 sean L.I. y que u 3 = b 13 o l +b 2 3 y 2> 
y 4 = bj 4 + b 2 4 u 2 > u 5 = ^15 y i + b 2 5 u 2 . Demuestre que 


’ a ll 

a 12 

a 13 

°14 

a 15 


’ Q 11 

°12 






a 21 

a 22 

a 23 

a 24 

a 25 


a 21 

°22 


1 

0 

b 13 

bl4 

bis' 

a 31 

°32 

a 33 

a 34 

a 35 


a 31 

°32 


0 

1 

^23 

^24 

b25. 

, a 41 

°42 

a 43 

a 44 

a 45_ 


.°41 

a 42. 







Pruebe que este es un método general para expresar toda matriz 
m x n de rango r como producto de una matriz m x r por una matriz 
r x n, ambas de rango (måximo) igual a r. Compare con el Ejercicio 
6.29 del cual, ésta es una versidn matricial. Demuestre que las matri¬ 
ces 4 x 2 y 2 x 5 precedentes fueron obtenidas a partir de la solucidn 
natural de aquel ejercicio. Deduzca de ahi (con ayuda del Ejercicio 
16.21), un proceso para calcular la seudoinversa de cualquier matriz. 


17 


Topicos Matriciales 


Salvo el item C y la observacién final del G, los asuntos tratados en 
esta secciån no se ran necesarios para e niende r los siguientes. Algunos 
son traducciones al lenguaje de las matrices de teoremas y métodos 
presentados en las secciones anteriores y otros son tdpicos matriciales 
interesantes en si mismos o temas cldsicos de cdlculo matricial que 
tienen utilidad, especialmente desde un punto de vista computacional. 


17.A Matrices de Gram 

Sea E un espacio vectorial de dimensidn finita, provisto de producto 
interno. La matriz de Gram de los vectores v x , ... ,v k e E es la matriz 

g = [g,;] e M(k x k), donde = (o t , u ; ). Cuando necesitemos ser mås 
explicitos, escribiremos g = g(w : .t^). 

Dada una base U = { Uj,..., u n } c E, sea a = [Oy ] e M(n x k) 
la matriz de las coordenadas de los vectores Vj en relacion a la base 

U, esto es: 

Vj = a Xj uj + ••• + a nj u n para j = l. k. 
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Sea ademés h = J h i} ] e M(nxn) la matriz de Gram de la base U, esto 

es * fy Entonces, para i, j = 1. k tenemos (escribiendo 

para indicar el i;-ésimo elemento de una matriz m): 

9i) = (o, ,Uj) = lY, a rl U r<'Z t °s)U s ) = S Q rf a s) fy 
\r=l s = l / r, s -1 







por lo tanto g = a T ha. 

En particular, si tomamos una base ortonormal {uj,..., u„ } c E, 
tenemos h = I n , por lo tanto la matriz de Gram g se escribe como 

g = g(u 1 ,...,u fc ) = a T -a , 

donde a es la matriz de las coordenadas de los vectores v } en relacién 
a una base ortonormal de E. Luego: 

1) Toda matriz de Gram es no negativa; 

2) La matriz de Gram S = s( u i > •••, o k ) es positiva (esto es, inversi- 
ble) si, y solo si, los vectores u 1( ..., v k son L.I. 

Reciprocamente, si una matriz g = [ g l} e M(kxk) admite una 
descomposicidn del tipo g - a T a , donde a = [a j; ] e M(n x fc), enton- 
ces, tomando una base ortonormal (u : ,..., u„ } c E y escribiendo 

n 

u ) = Z Q ii u i = 

i = 1 

obtenemos los vectores u lf ..., v k e E tales que 
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(«»|.Wj) = T, a kl a kJ = ( aT - a ) if = 9iJ » 
k = 1 ; 

luego S - g(uj,..., u fc ) es la matriz de Gram de los vectores Uj,... , v^. 
Esto lleva a una propiedad adicional de las matrices de Gram: 

3) Toda matriz no negativa g = [ ] e M(k xk) es la matriz de Gram 

de una lista de vectores Oj,..., e E. 

En efecto, existe a e M (k x k) simétrica (y no negativa) tal que 
g = a 2 = a T a (Teorema 13.8). 

17.B Matrices Triangulares 

Una matriz t = [t fJ ] e M(n x n) se llama triangular superior cuando 
t lf = 0 para i > j y triangular inferior si t j; = 0 para i<). 

Trataremos preferentemente de matrices triangulares superio- 
res y sus propiedades. Las triangulares inferiores y sus propiedades 
se tratan anålogamente. 

Una matriz triangular superior es la matriz de un operador li¬ 
neal T: R n -> R" tal que (e,,Te } ) = 0 para i >j. Si llamamos F, c R n 
al subespacio vectorial formado por los vectores (xj,, x,,, 0), cu- 
yas ultimas n - i coordenadas son nulas, la matriz del operador 
T: R" -> R n (en base canonica) es triangular superior si, y solo si, to¬ 
dos los subespacios F 0 c ••• c F n son invariantes por T. 

En efecto, la condicién (e l ,T= 0 para i > significa que, para 

cada j, las ultimas n - j coordenadas del vector T ej son nulas. Es de- 

cir, que T e ; e Fj para j - 1.n. Esto es, que F^Fj) c Fj para todo j. 

Se siguen aigunas propiedades de las matrices triangulares su¬ 
per iores: 
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1) El producto de dos matrices triangulares superiores es también 
una matriz triangular superior. 

En efecto, si el subespacio F t c R n es invariante por cada uno de 
los operadores S, 7:R n —> R n entonces FJ. es invariante por el produc¬ 
to ST. 

2) Una matriz triangular superior t = [ t j} ] es inversible si, y solo si, 

los elementos t fl de su diagonal son todos diferentes de cero. En el 

caso afirmativo, la inversa t * es triangular superior y los ele¬ 
mentos de su diagonal son 

En efecto, si todos los f (( son * 0, dado un vector no nulo v e R n 
demostremos que T v * 0 (donde T es el operador de R n cuya matriz 
en la base canénica es t). Sea u = x l e 1 + ■■■ + x r e r , con x r * 0. Como 
(e r , T e f ) =0 para i < r, tenemos 

(e r ,Tv) = X(e r ,x ( 7e,.) = x r {e r ,7e r ) = x r t rr , 

iir 

por lo tanto (e r ,Tvj * 0, y de alli Tu* 0. Asi, t es inversible. 

Reciprocamente, si t (es decir, T) es inversible entonces, para 
cada i = 1,...,n, la restriccién 7:F,-»Fj, de T al subespacio F„ es 
también inversible, luego sobreyectiva. Si fuera t„ = (e, ,7^) = 0, ten- 
driamos, como acabamos de ver, para todo y = x 1 e 1 + - +x f e, e F t , 
(e f , 7u) = x, tjj = 0, luego 7o e F ( _j. Esto significarfa que 7(F f ) e F]_ 1( 
contradiciendo la sobreyectividad de 7: F f Fj. Por consiguiente, to¬ 
dos los t u son diferentes de cero. 

Si la matriz triangular superior t es inversible, el operador li¬ 
neal 7: R n R n también lo es. Cada subespacio F f = S (ej,..., e ( ) c R n , 

siendo invariante por 7, también es invariante por 7~* (en efecto, 
A(F)cF => A(F) = F => A~ l (F) = F). Luego, la matriz t" 1 , del ope- 
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rador T \ también es diagonal superior. Escribiendo t 1 = [s^ j, la 
igualdad IT 1 1 = I n nos da, para cada i -1.n: 

1 = ( t_lt ) if = b ik t ki = , 

" fc = l 

pues = 0 si i > k y t ki - 0 si k > i. Luego s if = l/t u . 

3) Para una matriz triangular superior t = [ ty] e M(nxri), sus au- 
tovalores son los elementos t u de su diagonal. 

Por definicion, los autovalores de t son aquellos del operador 
T: R n R n cuya matriz en la base canénica es t. 

En primer lugar, si X es un autovalor de t, esto es, si existe v * 0 
en R n tal que T u = X- v, sea o = Xj e x + ■•• + x r e r , con x r * 0. Entonces, 
como (e r ,Te t ) = 0 si i<r, tenemos 

Xx r - (e r , X v) = (e r ,Tv) 

- (e^Xilej + +x r Te r ) 

= ('e r ,x r Te r ) = t rr x r . 

Se sigue que X = t rr . Asi, solamente los numeros pueden ser auto¬ 
valores de T. 

En segundo lugar, todos los t u son autovalores de t. En efecto, 
la matriz t - t H I n es triangular superior y el i-ésimo elemento de su 
diagonal es cero, luego no es inversible. En consecuencia, t (j es un au¬ 
tovalor de t. 

4) Sea U - {iq.u n } c E una base ortonormal, obtenida por el pro¬ 

ceso de Gram-Schmidt a partir de la base 1/ = {tq.....u„ } c E. 
La matriz de paso de V a U es triangular superior y sus autovalo¬ 
res son todos positivos. 
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En efecto, escribiendo 

n 

U J = 'LPt } V f - 
i=l 

sabemos que cada Uy pertenece al subespacio vectorial generado por 
°l> ••• > v j luego Uj = PijVi + + PjjVj- Esto demuestra que la matriz 

de paso p = [p,y] e M (ny n ) es triangular superior. Ademås, por ser 

u j~\ w j\ w } donde el vector ujy tiene la formå 

Wj = Vj-^jV, , 

KJ 

vemos que pyy = J Wj | 1 es positivo, para cada j = 1. n . Como vimos 

anteriormente, esos numeros pyy son los autovalores de la matriz p. 

17.C Descomposicién de Cholesky 

Mostraremos que toda matriz positiva a = [a^j e M(n x n) puede ex- 

presarse como el producto a = t T -1, donde teM(nxn) es una matriz 
triangular superior cuyos elementos de la diagonal son todos positi¬ 
vos. La expresién a = t T -1 se llama descomposicién de Cholesky de la 
matriz a. 

Mås adelante (17.G) daremos otra prueba de la existencia de la 
descomposicién de Cholesky, por un método que permite obtener la 
matriz t por escalonamiento a partir de a. 

Ahora, probaremos que es posible la descomposicién a = t T -1 
usando Gram-Schmidt y la existencia de la raiz cuadrada de a cuan- 
do a > 0 (esto es, si a es positiva). 

Como vimos anteriormente (17.A), existen vectores oj, ... , u n 
e R" tales que = (u^, v^, es decir, a = g(iij,..., u n ) es la matriz de 
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Gram de los vectores u lt ... , u n los cuales forman una base de R n , 
pues a > 0 . 

Por el proceso de Gram-Schmidt, obtenemos una base ortonor- 
mal {uj,, u„ } c R n a partir de tq, ... , u n . Para i ,} ~ 1. n tene¬ 

mos 

u i = Y,Prl v r • u j = 'LPsl v s > 

r s 

donde la matriz de paso p = [ p (J ] es triangular superior, con p„ > 0 
para todo i. (17.B). Usando el simbolo de Kronecker 8^, tenemos 

n n 

8 1 ) = ( u i> u /) = ]£]Prl Psj { u r ' v s) = S Prl a rsPsJ > 
r,s = l r,s = 1 

luego p T ap = I„. Poniendo t = p -1 , obtenemos a = t T t. 

La descomposicién de Cholesky es unica. Es decir, si s y t son 
matrices triangulares superiores nxn con diagonales positivas y 
s T s = t T -1, entonces s = t. 

En efeeto, de s T s = t T t resulta st -1 = (s T ) -1 -t T . Como el pri¬ 
mer miembro de esta ultima igualdad es una matriz triangular supe¬ 
rior y el segundo miembro es una matriz triangular inferior, conclui- 

mos que d = st -1 = (s T ) -1 • t T es una matriz diagonal, con d lt >0 (y 
d t j = 0 si i * j). Se sigue inmediatamente de las igualdades anteriores 
que s = d t y t = ds. Observando los elementos de la diagonal, tene¬ 
mos Sjj — djj tjj y t H =d H s H . Como s fl >0yf if >0, esto implica d u = 1, 
luego d = I n y s = t. 

17.D La Descomposicién qr 

Esta es una interpretacion matricial del proceso de Gram-Schmidt. 
Segun ella, toda matriz inversible a = [ a i} j eM(nxn) admite una 
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descomposicién del tipo a = qr, donde q es ortogonal y r es triangular 
superior, con elementos positivos en la diagonal. 

Para llegar a este resultado, designemos con u T , ... , v n las co¬ 
lumnas de la matriz a y con U = { Uj,..., u n } c R n la base ortonormal 
obtenida de los v t por el proceso de Gram-Schmidt. Como sabemos, la 
matriz P = [pjj] de paso de la base V = { Uj,..., v n } a la base U es 
triangular superior, con elementos positivos en la diagonal. Ademås, 
la matriz q = q Sj j, cuyas columnas son los vectores Uj ~ ,..., q nj ], 

es ortogonal. 

Tomando la i-ésima coordenada de ambos miembros de la 
igualdad vectorial Uj = y' p k . , obtenemos 

k 

n n 

% = ZPkj a ik = Z a ikPkj = (ap),| » 

fc=l k=l ; 

para cualesquiera i, j = 1,..., n. Luego, q = ap. La matriz r = p' 1 es, 
como vimos anteriormente, (17.B) triangular superior con elementos 
positivos en la diagonal. De a p = q resulta inmediatamente a = q r. 

Observacién: Dada la matriz inversible a e M (n x n), son unicas las 

matrices q, r tales que a = q r, q es ortogonal, r es triangular superior 
y los elementos de su diagonal son positivos. En efecto, a = q r se es- 

cribe también como ap = q, donde p = r' 1 . Esto implica que p es la 
matriz de paso de la base V = {,..., v n } c R n , formada por las co¬ 
lumnas de a, a la base ortonormal U = { Uj,..., u n } c R n dada por las 

columnas de q. Ahora, las cuatro condiciones siguientes implican que 
cada Uj es determinado unfvocamente a partir de u,,..., u ; : 

1) Uj = Plj v j +p 2; u 2 + ••• +pjjVj ; 

2) Uj es ortogonal a u 1( ..., v J _ 1 ; 
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3) I Uj | = 1 ; 

4) Pjj> 0. 

En efecto, 1) dice que u. pertenece al subespacio F c R n generado por 
Uj, ... , Vj. 2) dice que Uj pertenece a la recta R, complemento ortogo¬ 
nal de juj.} en el subespacio F. 3) restringe Uj a ser uno de 

los dos vectores unitarios de la recta R. Y finalmente, 4) dice que Uj es 
el vector unitario de R tal que , o jj es positivo. 

La condicién 1) dice que la matriz p es triangular superior, 2) y 
3) dicen que la matriz q es ortogonal, y 4) afirma que los elementos de 
la diagonal de p son positivos. Juntas, ellas garantizan la unicidad de 
q y, por lo tanto, la de p = a -1 q . 

La observacién anterior establece, también, la unicidad del pro¬ 
ceso de Gram-Schmidt con la condicién de que cada Uj pertenezca al 

subespacio generado por Uj, ... , Vj y cumpla (uj , Uj'j > 0 (ademås, 

evidentemente, de ser .u^J ortonormal). 

En resumen: la igualdad a = q r significa que las columnas de q 
forman la base ortonormal de R n obtenida de las columnas de a por 
Gram-Schmidt y r es la matriz de paso de las columnas de q a las 
columnas de a. 

17.E Diagonalizacién, Descomposicién Polar y Valores Singulares 

El Corolario del Teorema 12.2 y el Teorema Espectral 13.6, cuando se 
enuncian en términos de matrices, presentan las siguientes versio¬ 
nes. 

1) Si la matriz cuadrada ae M (n x n) tiene n autovalores diferentes 
entonces existe una matriz inversible p e M~(n x n) tal que 
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p 1 a p = d es una matriz diagonal. Los elementos de la diagonal 
de d son los autovalores de a. 

2) Si la matriz a e M (n x n) es simétrica, entonces existe una matriz 
ortogonal q e M(n x n) tal que q T aq = d es una matriz diagonal. 
Los elementos de la diagonal de d son los autovalores de a. 

Asi, el Teorema 14.4 asume la siguiente forma: 

3) Toda matriz cuadrada a e M(n x n) se expresa como un producto 
a — p u , donde p e M(n x n) es una matriz no negativa y u es orto¬ 
gonal. 

Finalmente, el Teorema 13.10 tiene la versidn matricial si¬ 
guiente: 

4) Para cualquier matriz aeM(mxn) existen matrices ortogonales 
pe M(mxm), qeM(nxn), tales que paq^d, donde de 
M(mxn) es una matriz diagonal, d = [cf j; ], esto es, d tj = 0 si 

i * j. Para i = 1,..., r = rango de a, se tiene d lt =ct t >0, of es un 
autovalor de a T a (y de a a J ) y, para i>r,d H = 0 . 

Equivalentemente, podemos escribir a - p T dq T o, cambiando 
la notacidn, a = pdq. Esta se llama descomposicion de a a valores 
singulares (singular value descomposition), pues los elementos no 
nulos ø ( de la diagonal de d son los valores singulares de a, es decir, 
ø f > 0 para todo i = 1,..., n y, ademås, 

af ..... o* 

son autovalores de a T a. 

Si a e M (4 x 5) y tiene rango 3 entonces la matriz d tiene la si¬ 
guiente forma, con > 0, X 2 > 0 y X 3 > 0: 
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\i O 0 0 o" 

o x 2 o o o 

o o x 3 o o 

o 0 0 . o o 


17.F La Descomposicién lu 


Cada una de las tres operaciones elementales sobre las filas de una 
matriz, introducidas en la Seccidn 9, puede interpretarse como la 
multiplicacidn a izquierda por una matriz inversible de tipo especial, 
llamada matriz elemental. 

Mås precis amente, una matriz elemental m x m es una matriz 
que resulta de la aplicacién de una operacion elemental a la matriz 
identidad l m . Por tanto, hay tres tipos de matrices elementales. Vea- 
mos algunos ejemplos en el caso 4x4: 


0 0 10 
0 10 0 
10 0 0 
0 0 0 1 


10 0 0 
0 10 0 
0 0 10 
a 0 O 1J 


10 0 0 
0 a 0 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


Las matrices anteriores se obtienen a partir de I 4 mediante las 
operaciones Lj L 3 , L 4 + a Lj y respectivamente. 

Afirmamos que aplicar una operacidn elemental a una matriz 
con m filas es lo mismo que multiplicarla a izquierda por la matriz 
que resulta de aplicar la misma operacidn a las filas de l m . 

Esto resulta de la siguiente observacidn (cuya verificacidn de- 
jamos a cargo del lector): si a a' simboliza una determinada opera¬ 
cidn elemental sobre matrices con m filas entonces, para cualquier 
b e M ( m x m ), se tiene (b a)' = b' ■ a . Admitido este hecbo, tomamos 
m = y vemos que, para toda matriz a con m filas se cumple 
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=I^-a = m-a. 

Por tanto el método de eliminacién de Gauss para reducir una 
matriz de m filas a la formå escalonada consiste en multiplicarla su- 
cesivamente a izquierda por matrices elementales del tipo 1 (trans- 
posicién de dos filas) o del tipo 2 (restar de una fila un multiplo de 
otra fila). Una matriz elemental de tipo 2, que corresponda a la ope- 
racién L, - a L ; -, con j < i, tiene la forma siguiente: 

'1 

1 

-a ... 1 

1 

Los elementos no indicados fuera de la diagonal son nulos. El numero 
—a estd en la fila i y en la columna j. A fin de tornar igual a cero el 
elemento de la matriz a = £ a f j j mediante esa premultiplicacidn, 
debe tomarse a = ja . El elemento ajj, que se supone * 0, se Ilama 
el pivote. Para eliminar (tornar iguales a cero) todos los elementos 
bajo la diagonal en la columna j de la matriz a, se debe premultipli- 
carla por el producto de las m — j matrices de la forma anterior que se 
obtienen haciendo sucesivamente i — j +1,..., m. Esto equivale a pre- 
multiplicarla por la matriz 


1 


m 


i ~ 


1 

_a )+U 

~ a mj ••• 1 


(*) 
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(con los a’s en la ; - ésima columna), donde a rj = a r j/ a jj • P° r ejemplo, 
sim = 4y; = l, vemos fåcilmente que 


' 1 

0 

0 

0 ‘ 


1 

0 

0 

0‘ 


1 

0 

0 

0' 

-a 2 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 


~ a 3 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

1 


-ct 4 

0 

0 

1 


‘ 1 0 0 0 
-oi2 10 0 

-03 010 

-a 4 0 0 1 

Supongamos que, durante el proceso de escalonamiento de una 
matriz dada, nunca haya necesidad de efectuar transposicion de filas. 
Entonces podemos asegurar que existen matrices mj,..., m m del tipo 
(*) tales que 

m m m 2 mi a = u, 

donde u es una matriz escalonada. Si a fuera una matriz cuadrada, u 
es triangular superior. (De ahi la notacion: u proviene de upper trian- 
gular, en inglés.) Si u = [ u i} ] e M(m x m) (ademås de no requerir 
transposiciones de fila en su escalonamiento) tiene rango måximo (m 
6 n) entonces el primer elemento no nulo de su i-ésima fila es u ff . Por 

tanto, en este caso, los elementos u (i de la diagonal de u son los pivo¬ 
tes, luego son diferentes de cero. 

Evidentemente, toda matriz elemental es inversible, luego toda 
matriz m^ del tipo (*) anterior posee una inversa y es claro que 



Se sigue entonces que toda matriz a cuyo escalonamiento no re- 
quiere transposiciones de filas se escribe como 

a = naj 1 mg 1 ... m^u = lu, 

donde las tienen la forma {*) y u es escalonada. 

Ahora, algo notable. Aunque el producto m m • • • m 2 m 1 no tenga 
ninguna expresidn especial, se cumple la igualdad 



donde a i; - a\^ j a 1 '^. En esta notacidn, indicamos con a^ = • • • mj 
la matriz que se obtiene después de la eliminacidn de los elementos 
bajo la diagonal en la j-ésima columna. (Por lo tanto ;' = 0,l,...,m-l, 

y a^ ^ = a). Estamos admitiendo que no hubo necesidad de efectuar 
transposicidn de filas, es decir, que en todas las etapas se tiene el pi- 

vote fa^l *0. 

v J }> 
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Concluimos entonces que, mediante esa hipétesis, la matriz a 
se escribe como un producto 

a = lu , 

donde le M(m x m) es una matriz triangular inferior (lower trian- 
gular) con elementos de la diagonal todos iguales al, y u es una ma¬ 
triz escalonada. Cuando a es una matriz cuadrada m x m, entonces 
u e M(mxm)es una matriz triangular inferior. Esta es la llamada 
descomposicién lu de la matriz a. 

Es importante observar los siguientes hechos, respecto de la 
descomposicién a = lu. 

l a ) El método gaussiano de eliminacién provee directamente los 
elementos de las matrices 1 y u. 

2 e ) Cuando se dispone de la descomposicién a = 1 u , la solucién del 
sistema ax = b, con b e M(m x 1), se reduce a resolver el siste¬ 
ma 1 y = b y, después de obtenida y, el sistema ux = y . El prime¬ 
ro se resuelve de arriba hacia abajo y el segundo de abajo hacia 
arriba, pues 1 es triangular inferior y u es escalonada. 

3 e ) La mayor ventaja computacional de la descomposicién a = lu su- 
cede cuando se tiene que resolver un gran numero de ecuaciones 
a x = b, con la misma matriz a y muchos vectores b. Disponiendo 
de la descomposicién a = 1 u no es preciso repetir muchas veces el 
proceso de eliminacién gaussiana. 

4°) A priori, no se sabe cuales son (tampoco si van a ser necesarias) 
las transposiciones de filas durante el proceso de escalonamiento 
de una matriz a. Mientras tanto, después de efectuado el proceso, 
disponemos de la relacién de todas las transposiciones hechas. 
Efectuando, en el mismo orden en que fueron hechas, todas esas 
transposiciones en las filas de la matriz identidad, obtenemos 
una matriz p e M(mxm), que se llama matriz de permutacién. 
El producto pa corresponde a efectuar sobre la matriz a, antici- 
padamente, todas las transposiciones de filas que serian necesa¬ 
rias durante el escalonamiento. Por lo tanto la matriz p a puede 
ser escalonada usando apenas operaciones elementales del tipo 
L, -aLj. Asi, se tiene la descomposicién pa = lu. 
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5°) Una condicidn suficiente (pero no necesaria) para que una matriz 
ae M(mxn) pueda ser escalonada sin transposiciones de filas, 
y por tanto admita una descomposicidn a = 1 u, es que sus sub- 
matrices principales sean inversibles. (Para todo numero natural 
r < min {m,n}, la submatriz principal de orden r de la matriz 
a = [ a y] es matriz a r e M(r x r) formada por los elementos a tj 
con l<i<ryl<;<r.) 

Probemos este hecho en el caso de una matriz a e M(3 x 4). El 
argumento en el caso general es el mismo pero la notacidn se torna 
mås complicada y puede oscurecer la idea, que es extremadamente 
simple. Sea 



" a ll 

°12 

a 13 

°14 

a = 

a 21 

a 22 

a 23 

a 24 


_ a 31 

a 32 

a 33 

°34 


Como la matriz principal [a n ] es inversible, tenemos / O. 
Usando j como pivote, efectuamos las operaciones elementales 


L 2 - 


a 2l 


-1 


U ~ —Li 


"il a n 

sobre la matriz a, obteniendo la nueva matriz 


.W . 


0 

o 


o 


°12 

a 13 

a 14 

b 22 

b 23 

b 24 

b 32 

b 33 

b 34. 

a 12 


b 22. 



La matriz 
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resulta de la matriz principal 


Oli 

a 12 

a 21 

fl 22_ 


por la aplicacién de la operacién elemental L 2 — ( a 2i/ a n)^i* ^ ue 8° es 
inversible. Como es triangular, esto implica b 2 2 * ® * Asi podemos to¬ 
mar b 2 2 como pivote. (En la notacidn general, seria en vez de b 22 .) 

Aplicando la operacidn L 2 - (b 3 2 /b 22 )i- 2 a matriz ^ Uegamos a la 
matriz escalonada 



a ll 

a 12 

a 13 

a l4 

a^ = 

0 

^22 

b 23 

b 24 


0 

0 

c 33 

c 34. 


El mismo razonamiento se aplica en general. 
Ejemplo 17.1. Considerando el escalonamiento 


r 1 2 3 4l 


12 3 4 


L-2 -5Li . 


5 6 7 8 

1 > 

0-4-8 -12 


L 3 - 9Li 


9 10 12 12 


0 -8 -15 -24 


i-3 - 2L 2 


1 2 3 
0-4-8 
0 0 1 


4' 

-12 

0 


obtenemos la descom position 
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1 

2 

3 

4' 


1 

0 

0‘ 

r 

5 

6 

7 

8 

= 

5 

1 

0 


9 

10 

12 

12 


9 

2 

1_ 



1 

0 

o 


2 

-4 

0 


3 4 

-8 -12 
1 0 


que expresa la matriz del primer miembro como un producto del tipo 
lu, de una matriz triangular inferior con diagonal (1,1,1) por una 
matriz escalonada con pivotes 1, -4, 1. (Todos * 0 pues la matriz da¬ 
da tiene rango måximo.) 


Ejemplo 17.2. Examinando, en el Ejemplo 9.4, las operaciones ele- 
mentales efectuadas a partir de la segunda, cuando no ocurren mås 
transposiciones de filas, obtenemos la siguiente descomposicién del 
tipo a = I u: 


"2 

1 

3 

0" 


1 

0 

0 

0 ' 


1 

1 

3 

0 ' 

0 

1 

2 

3 


0 

1 

0 

0 


0 

1 

2 

3 

3 

4 

2 

0 


3 

2 

k 

2 

1 

0 


0 

0 

15 

2 

15 

2 

4 

2 

0 

1_ 


2 

0 

4 

5 

1 


0 

0 

0 

7 


17.G Matrices positivas: Chofesky versus lu 

Cuando la matriz a = £ a jt J eM(mxm) es positiva, afirmamos que 

todas las submatrices principales a r =[a y ], con l<i,j<r, son tam- 

bién positivas (por lo tanto, inversibles). En efecto, dado el vector no 
nulo o = (xj,, x r ), tomamos iJ = (x 1 ,...,x m ), con Xj=Xj para 

' = 1. r y x i ~ ® para i = r + 1. m. Entonces v es un vector no 

nulo en R m , luego 

i m 

= Z a i; x i^ > 0. ■ 

M = 1 u = l 
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Por lo tanto el proceso de escalonamiento, cuando es aplicado a una 
matriz positiva a, no requiere transposiciones de filas. Asf, se tiene la 
descomposicién a = lu. 

Vemos que toda matriz positiva posee dos descomposiciones: 
Cholesky y lu. Es natural indagar la relacién entre ellas. Mostrare- 
mos que son muy préximas: cualquiera de las dos se obtiene a partir 
de la otra de modo simple. Antes, sin embargo, debemos establecer la 
unicidad siguiente. 

Si la matriz a es inversible entonces existe una unica manera de 
escribirla como un producto a = lu, donde 1 es triangular inferior, con 
los elementos de la diagonal todos iguales a 1, y u es triangular supe- 
rior. 

En efecto, siendo a inversible, la igualdad a = 1 u implica que 1 y 
u sean inversibles. Por lo tanto 

a = Ij Uj = 1 2 u 2 => li = u 2 Ui* • 

Ahora, el primer miembro de la ultima igualdad es una matriz trian¬ 
gular inferior y el segundo miembro es triangular superior. Luego 
ambas son matrices diagonales. Como los elementos diagonales de 1 
son todos iguales a 1, se sigue que lj = 1 2 = I m , por lo tanto Uj = u 2 y 
queda probada la unicidad de la descomposicién a = 1 u en el caso en 
que a es inversible. 

Volvamos a la matriz positiva a e M (m x m), que admite las 
descomposiciones a = t T -1 = lu, donde 1 es triangular inferior con l’s 
en la diagonal, t y u son triangulares superiores y todos los elementos 
de la diagonal de t son positivos. Si designamos con de M(m x m) 
la matriz diagonal con c/ fi = entonces a = (t T d _1 )(dt), donde 

t T d" 1 es triangular inferior con l’s en la diagonal y d t es triangular 
superior. Se sigue de la unicidad anteriormente probada que 1 = 
t T d 5 y u = dt, mostrando asf como obtener la descomposicién 
a-lu a partir de la descomposicién de Cholesky a = t T • t. 
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La expresién u = d t muestra, en particular, que si la matriz a 
es positiva entonces, en su descomposicién a - lu, los elementos u (( 
de la diagonal de u {esto es, los pivotes de la eliminacién gaussiana) 
son todos positivos. La unicidad de la descomposicién lu implica que 
esos pivotes son univocamente determinados a partir de la matriz a. 

Mostremos ahora cémo se puede obtener la descomposicién de 
Cholesky de una matriz positiva a partir de su descomposicién a = 1 u. 

Como u u > 0 para i = 1,..., m, podemos formar una matriz dia¬ 
gonal d = [ d y ] poniendo d i} = 0 si i * j y d f( =Ju^. Entonces escribi- 
mos t = d 1 u. Evidentemente, a = (Id)(d _I u). Por lo tanto tendre- 

mos la descomposicién de Cholesky a = t T -1 si probamos que t T = Id, 
es decir, que u T • d' 1 = Id. 

Ahora, si tomamos la transpuesta de ambos miembros de la igual- 
dad a = lu obtenemos a = a T = u T 1 T , luego a = u T d” 2 d 2 - 1 T . Pero 
u T d -2 es triangular inferior con l’s en la diagonal. (En realidad, d 
fue definida con ese propésito.) Y d 2 I T es triangular superior. Por la 
unicidad de la descomposicién a = lu, tenemos u T d“ 2 = l (y d z 1 T 
= u.) En consecuencia u T - d 1 = ld, como queriamos probar. 

En resumen: si a = 1 u es la descomposicién de una matriz posi- 
tiva, su descomposicién de Cholesky es a = (ld)(d _1 u), donde d es 
la matriz diagonal formada por las raices cuadradas de los elementos 
(necesariamente positivos) de la diagonal de u. Esto nos da un méto- 
do pråetico para obtener la descomposicién de Cholesky, como vere- 
mos en el Ejemplo 17.3 

Observacién: El argumento anterior prueba, también, que si a es 
una matriz simétrica cuyos pivotes son todos positivos entonces exis- 
te una descomposicién a = t^ t, luego a es una matriz positiva. 
(Observe que, al ser los pivotes positivos, la matriz a es inversible.) 
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Ejemplo 17.3. Como ejemplo de matriz positiva, tomemos la matriz 
de Gram de los vectores u = (1, 2,1), v - (2,1, 2), w = (1,1,2). Escalo- 
nando, obtenemos 


6 6 5 

i-2 “ „ 

6 6 5' 

6 9 7 

---=-> 

1 _ 5 r 

0 3 2 

5 7 6 

l 3 

0 2 

6 J 


6 6 
0 3 
0 0 


5' 

2 

i 

2J 


Esto nos provee la descomposicién 1 u: 


'6 6 5" 


1- 

O 

O 


6 6 5 

6 9 7 

11 

1 1 0 


0 3 2 

5 7 6 

- - 


i § x . 


0 0 1 


Para obtener la descomposicién de Cholesky, tomamos la ma¬ 
triz diagonal 


V6 

0 

0 


o 

s 

o 


o 

o 

42/2 


y calculamos 


1 

0 

T 

0 

S 

0 

1 

0 


_ V6 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

V3 

0 


V6 

V3 

0 

5 

_6 

2 

3 

1 

0 

0 

V2 
2 . 


5 

Lve 

2 

Vs 

42 

2 


t T = ld = 
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Entonces la descomposicion de Cholesky de la matriz dada es 


'6 

6 

5' 


'Ve 

0 

0 

'Ve 

Ve 

5/V6' 

6 

9 

7 


Ve 

V3 

0 

0 

V3 

2/V3 

5 

7 

6 


5/V6 

2/V3 

V2/2 

0 

0 

V2/2 


Ejerclcios 


17.1. Pruebe que los vectores i/j, ... , u k e E generan un subespacio 
vectorial de dimension r si, y soiamente si, la matriz de Gram g(uj,..., 
Ujj.) tiene rango r. 

17.2. Si dim E < dim F, pruebe que existe una transformacién li¬ 
neal ortogonal A : E F tal que /Wj = ioj, ... , Av^ = w^ si, y sélo si, 
las matrices de Gram g(oj,..., o fc ) y g(w/j ,tu k ) son iguales. 

17.3. Sean aeM(nxn) una matriz positiva y beM(nxm) una 
matriz de rango n. Halle vectores u t , ... , v m e R" tales que g(v lt ...,u m ) 

~ b T ab. 

Pruebe que a a es la matriz de Gram de los vectores columna 

de a. 


17.5. Un operador T : E -> £ se llama triangularizable cuando el es- 
pacio vectorial E tiene una base, respecto a la cual la matriz de T es 
triangular. Pruebe: 

(a) T es triangularizable si, y soiamente si, existe una cadena ascen- 
dente { 0 } = F 0 c F 1 c • •• c F n = £, de subespacios invariantes 
por T, con dim F f = i (i = 0.n). 
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(b) T es triangularizable si, y solamente si, existe una cadena des- 

cendente £ = G n zjGj r>Go = {0 }, de subespacios inva¬ 
riantes por T, tales que dim G f = i para i = 0. n. 

(c) Si existe una base de E en la cual la matriz de T es triangular 
superior, existe también una base de E en la cual la matriz de T 
es triangular inferior. 

(d) T es triangularizable si, y solamente si, T* es triangularizable. 


17.6. Sea t = eM(n x n) una matriz triangular. Pruebe que los 

elementos t u de la diagonal de t son autovalores del operador T: R n 

R n cuya matriz en la base canonica es t. Concluya que t es diagonali- 
zable cuando su diagonal no tiene elementos repetidos. 

17.7. Sea A :R 3 R 3 el operador definido por A(x.y,z) = (x+2y + 
3z, y + 2z,3z). Obtenga dos autovectores L.I. para A y pruebe que 
cualquier otro autovector de A es multiplo de uno de esos dos. Con¬ 
cluya que A no es diagonalizable, aunque su matriz sea triangular. 

17.8. Considere el operador B:R 3 ->R 3 , dado por B(x,y.z) = (x + 

<5 

2z,y + 3z,4z), cuya matriz es triangular. Halle una base de R for¬ 
mada por autovectores de B. 


17.9. Dada la matriz positiva 


a 


1 2 
2 5 


determine 



y 

z 


de modo que se tenga la descomposicion de Cholesky a = t ■ t. 
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17.10. Use el método del ejercicio anterior para obtener la descompo- 
sicidn de Choleaky de la matriz positiva 


a 


'3 4 6 ' 
4 6 9 
6 9 14 


17.11. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a las columnas de la 
matriz 



2 2 
3 4 

-i 3 


obtenga la descomposicidn a = qr, donde q es ortogonal y r es trian- 
gular superior, con elementos positivos en la diagonal. 

1^*12. Muestre cdmo obtener, a partir de los teoremas demostrados 
en las secciones anteriores, cada una de las matrices cuya existencia 
es asegurada en los items 1), 2), 3) y 4) de 17.E (Por ejemplo, en el 
item 1, si A: R n -> R n es el operador cuya matriz en la base candnica 
f cz R es a entonces p es la matriz cuyas columnas son los vectores 

de una base ortonormal U = {u,.u n } c R n formada por autovecto- 

res de A y d es la matriz diagonal formada por los autovalores corres- 
pondientes.) 

17.13. Dada la matriz 

f 

> 

1 

obtenga su descomposicidn a = pdq a valores singulares. 
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17.14. Asigne V(erdadero) o F(also) 

( ) Toda matriz cuadrada escalonada es triangular superior. 

( ) Toda matriz (cuadrada) triangular superior es escalonada. 

( ) Las dos afirmaciones anteriores son verdaderas cuando se trata 
de matrices inversibles. 

( ) Si la matriz a admite una descomposicidn del tipo a = lu en- 
tonces todas las submatrices principales de a son inversibles. 

17.15. Pruebe que la matriz 



admite una descomposicidn del tipo a = lu si, y solamente si, b = 0. 

17.16. Obtenga la descomposicidn lu de las matrices 



'1 2 2 


'2 10 4 ' 

a = 

3 3 4 

ii 

£> 

>. 

4 5 17 


4 -1 3 


2 -8 -1 12 


17.17. Sea ae M(mxn) una matriz de rango måximo que admite 
una descomposicidn del tipo a = l u' , donde 1 e M (m x m) es triangu¬ 
lar inferior, con elementos de la diagonal todos iguales a 1, y 
u' e M(m x n) es escalonada. Pruebe que existen una matriz diagonal 
inversible deM(mxm)y una matriz escalonada u e M(mxn), con 
todos los pivotes iguales a 1, tales que a = Idu. 

17.18. Obtenga la descomposicion lu de la matriz del Ejemplo 9.3. 
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17.19. A partir de la descomposicidn tu, obtenga la descomposicidn 
de Cholesky de las matrices positivas a = matriz de Gram de los vec- 
tores u =* (1, 2,1), o = (1,1,2), w = (2,1,3) y b = producto de la matriz 


'1 11 1 ' 

12 11 

m = 

2 12 2 

2 2 13 

por su transpuesta. 


17.20. Vimos en el texto que si a = lu es la descomposicidn de la ma¬ 
triz positiva a y d es la matriz diagonal formada por las raices cua- 
dradas d H = de los pivotes, entonces a = (Id) ■ (d” 1 u) es la des¬ 
composicidn de Cholesky de a. Modifique ligeramente este argumen¬ 
to, para probar que existe una descomposicidn de Cholesky a = t T -1 
para cualquier matriz no negativa a. (Pero ahora, no hay unicidad.) 
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Formas Cuadråticas 


Una forma cuadrdtica en un espacio vectorial E es una funciån que, 
en términos de las coordenadas de un vector respecto a una base de E, 
se expresa como un polinomio homogéneo de segundo grado. Las for¬ 
mas cuadråticas aparecen destacadamente en problemas de optimiza- 
cion (måximos y minimas), en el estudio de las superficies cuddricas en 
Geometria Diferencial, en Mecdnica, etc. En todas esas situaciones es re¬ 
levante conocer el signo (positivo o negativo) que la forma puede asu- 
mir o, mas precisamente, los signos de sus autovalores. En esta sec- 
cion, se hace un estudio conciso, pero completo, de los principales pun- 
tos basicos referentes a esas funciones y de sus relaciones con los ope- 
radores lineales, finalizando con el método de Lagrange para diago- 
nalizacion y la clasificacion de las superficies cuddricas. 


Sean £, F espacios vectoriales. Una forma bilineal b: £ * F -* R 
es una funcién b(u.u), lineal en cada una de las dos variables u e£, 
v e £ . Mås precisamente, para cualesquiera u.u'eE.u.D'eFyaeF 
se debe cumplir: 

b(u + u\i>) = b(u.u) + b(u\o); b(au, u) = ab(u.u); 

b (u, v + V ') = b (u.. o) + b (u. V ); b (u, au) = ab (u. o) . 

Las operaciones, evidentes, de suma y producto por un numero, 
hacen del conjunto 23 (E x F) de las formas bilineales b : E * F -> R un 
espacio vectorial. 
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Tomando bases U = {u 1 ,...,u m }c£ y l/ = {u 1 ,...,u n }cF ) los 
numeros b y = b(u,, Ujj definen una matriz b = [b y | eM(m x n), 11a- 
mada la matriz de la forma bilineal b respecto a las bases U, V. 

Conocidos los valores b y = b|u ; , los cuales pueden ser torna¬ 
dos arbitrariamente, la forma bilineal b: E x F —> R queda completa- 
mente determinada pues, para u = ^XjU, e£ y u = £y ; . v j: <=F cua- 
lesquiera, se tiene 

b ( u ’ u ) = 'Zxiyjb(u l ,Vj) = ^b iJ x l y J> 1 </<m, l<j<n. 

u U 

La funcién que a cada forma bilineal b: £ x F —> R le asigna su matriz 
^ ~ N ] ’ respecto a las bases U c E, V cz F (supuestas fijas), es un 
isomorfismo entre los espacios vectoriales S (E x F) y M (m x n). Se 
sigue que !B(E x F) tiene dimension mn. 

Dadas nuevas bases U'= { uj . u’ m } <= £ y V'= { v {,..., v’ n } c F, 

sean 

m n 

U ) = ZPii u (> 

J =1 1=1 

y bjj = b(uj, v'jY La matriz de la forma bilineal b respecto a las bases 
U y V' es b = [b y ] eM(m x n). El teorema siguiente expresa b' en 
funcién de b yde las matrices de paso p = [ p y ] e M(m x m), q = [q y ] e 
M(n x n). 

Teorema 18.1. Las matrices by b', de la forma bilineal b en las ba¬ 
ses U, V y U',V',se relacionan por la igualdad b' = p T bq donde p 
es la matriz de paso de U a U' y q es la matriz de paso de V & V'. 

Demostracion: Para todo i = l.my todo ; = 1,..., n tenemos 
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b(j = b(u|, uj) = b 


Prl u r i j'. Qsi u s ” S Pri Qs) b ( u r i u s ) 


r = l 


s-1 


= £pn Qsjbrs = £Pr,b rs q s j = (p T bq) 


r,s 


luego b' = p T bq. □ 

No obstante que las transformaciones lineales y formas bili- 
neales son representables por matrices (cuando se fijan las bases), 
vemos que, al cambiar esas bases, la matriz de una forma bilineal se 
altera de manera diferente de aquella de una transformacidn lineal. 

Cuando E = F, nos referiremos siempre (salvo mencidn en con- 
trario) a la matriz de una forma bilineal b : E x E -» R respecto a una 
unicabase U = {iq,u m } c £. Esa matriz es b = [b fJ ] e M(mx m), 

donde b l} = b(u,,u^. 

Si b' es la matriz de la misma forma b en relacidn a otra base 
U’czE entonces b' = p T bp, donde p es la matriz de paso de la base 

U a la base U'. La correspondencia b i-» b define un isomorfismo en¬ 
tre iS(E x £) y M(m x m), establecido con ayuda de la base U. Dados 

u = Xj u ( y v - y ( u ( en £, si la matriz de B en la base U es b = [ by j, 
se tiene 


m 

b(u,w) = ^b^XjVj. 
U=1 


Asi, b(u, u) es un polinomio homogéneo de 2° grado en relacidn 
a las coordenadas de u y v. 

Una forma bilineal b : £ x £ -> R se llama simétrica cuando 
b(u, v) - b(u, u), para cualesquiera u, v e E. Para que b sea simétrica 
es suficiente que su matriz en relacidn a una base U c E sea simétri¬ 
ca y es necesario que su matriz en relacidn a cualquier base de E 
también lo sea. En efecto, si by = b ; -, entonces 
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M°. U ) = X b ljttXj = ZbyXjH = 

u u 

= = 2!)b a[} x a yp = b(u,u) . 

IJ a,p 

Observacidn: En el cuarto signo de igualdad se hace uso de una ma- 
nipulacién al parecer incorrecta pero que no lo es. El principio es el 
siguiente: En una suma indicada, el nombre del “fndice de suma" o 
“fndice mudo”, carece de importancia: 

m m m 

2>i = Z z a = Z Z r = Zl+- + Z m . 

t=l a=l r=l 

Lo que interesa es que, al sustituir el fndice mudo i por p (como tam- 
bién ; por a), esa sustitucién se haga en todos los lugares donde i esté 
(asf como ;) y solamente en esos lugares. 

Anålogamente, una forma bilineal b;£x£->R se llama anti- 
simétrica cuando b (u, o) = ~b (u, u) para cualesquiera u, v e E. Para que 
b sea antisimética es suficiente que se tenga b(u,, u^J = -b[u^, u f ), o 
sea, bjj = -bj, en una base { Uj,..., u m } c: E. 

Una forma bilineal b, simétrica y antisimétrica a la vez, debe 
ser nula. Este hecho y la igualdad 

b(u,o) = ^[b(u,u) + b(o,u)] + l[b(u,u)-b(u,u)], 

prueban que el espacio S(Ex£) de las formas bilineales b:£x£->R 
es la suma directa de dos subespacios, uno de ellos formado por las 
formas simétricas y el otro por las formas antisimétricas. 

Ejemplo 18.1. Dadas las funcionales lineales /: E -> R, g: F -+ R, la 
funcidn b:E x F —> R, definida por b (u, y) = / (u) g (u), es una forma 
bilineal, llamada el producto tensorial de / y g. Si E y F estån dotados 
de producto intemo, dados u 0 e E y o 0 e F, la funcidn b:Ex,F->R, 
donde b(u,v)~ (u, u 0 ) ■ (v, u 0 ), es una forma bilineal. En el caso parti- 
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cular en que £ = F, dadas /, g: E -> R funcionales lineales, entonces 
las igualdades 

(/•g)(u,u) = /(u)g(u) + f(v)g{u) 

(/ A g){u, u) = f(u)g(u) - /(u)g(u), 

definen formas bilineales f • g, f a g-, E x £ -»R, la primera simétri- 
ca y la segunda antisimétrica. 

Teorema 18,2. Sea E un espacio vectorial de dimension finita con 
producto interno. Para cada forma bilineal b: E x £ R existe un u- 
nico operador lineal B:E —> E tal que 

(u,Bv) = b(u, o) para u, v e £ cualesquiera. 

La correspondencia bh-* B, asi definida, es un isomorfismo entre los 
espacios vectoriales S (E x £) y J1 (£). La forma bilineal b es simétri- 
ca (respect. antisimétrica) si, y solamente si, el operador B es autoad- 
junto (respect. antisimétrico). 

Demostracidn: Para cada u 0 e £, la funcién f -.E-* R, definida por 
/(u) = b(u,o 0 ), es una fiincional lineal. Por el Teorema 11.1, existe 
solamente un vector en £, que designaremos con Bv 0 , tal que /(u) = 
es decir, tal que (u, Bv 0 ) = b(u, u 0 ) V^ra todo u e £. Como 
v 0 e £ es arbitrario, acabamos de probar que existe una unica fundén 
B:E~* E tal que (u, Bu) = b(u, u) para cualesquiera u, u e £. Dados 
u, u' e £, se tiene 

(u,B(u + u')) = b(u, u + u') 

= b(u,u) + b(u,u') 

= (u, Bu) + (u, Bu') 

= (u.Bv + Bv ,S j 
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para todo u e £, luego B(v + v') = Bv + Bu'. Anålogamente se verifica 
que B(ay) = a(8u) para a e IR y ue£ cualesquiera, por lo tanto 
B : E -» E es lineal. En relacién a una base ortonormal U = { Uj.u m } 

c £, el ij -ésimo elemento de la matriz de B es (e^Be^ = b(e f , e y ) = 

ij -ésimo elemento de la matriz de b. Asi, la forma bilineal b y el ope- 
rador B que le corresponde tienen la misma matriz en la base U. De 
ello se deduce que la correspondencia b h B es un isomorfismo entre 
S(£ x £) y X (£) y que B es autoadjunto (respect. antisimétrico) si, 
y sélo si, b es simétrica (respect. antisimétrica). □ 

Una funcién <p: £ -+ R se llama forma cuadrdtica cuando existe 
una forma bilineal b : E x £ -> R tal que <p(o) = b(u, v) para todo ve E. 

Si, en vez de la forma bilineal b tomamos la forma bilineal si¬ 
métrica 

b'(u,u) = ^[b(u,o) + b(u,u)] 

tenemos ademås 

<p(«) = b(w,u) = i[b(o,u) + b(o,o)] = b'(o,u) . 

Por lo tanto, no hay pérdida de generalidad si se exige que la 
forma cuadrdtica <p{u) = b(u. u) provenga de una forma bilineal simé¬ 
trica b. Esto es lo que haremos de ahora en adelante. Con una venta- 
ja: si b es simétrica, todos sus valores b{u,v) pueden ser determina- 
dos.a partir de los valores b(u, u) = (p(u) de la forma cuadrdtica <p. En 
efecto, se tiene la siguiente férmula de polarizacién: 

b(u, v) = •|[b(u + u,i/ + o)-b(u,u)-b(y,u)] . 

Si b = J b,j j es la matriz de la forma bilineal b en la base U = { Uj, 
..., u ro } c £ entonces, para v = £x, , se tiene 

m 

E b D x i x j ■ 
ij = 1 
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Note que, siendo fa una matriz simétrica (como siempre supon- 
dremos cuando tratemos de formas cuadrå ticas), cada sumando (con 
i*/) aparece dos veces en la suma anterior: una vez como by x t Xj y 

otra vez como bj t Xj x f , lo que es lo mismo. 

La matriz de la forma cuadrdfica <p en la base U es, por defini- 
cién, la matriz b, en esta misma base, de la forma bilineal b tal que 
<p(u) = b(u, u). Si la matriz de paso p lleva la base U en la base U', la 
matriz b' de la forma cuadråtica <p en la base U' serå dada por b' = 

p T bp. 

Note que si £ tiene producto interno y las bases U, U' son orto- 
normales, la matriz p es ortogonal, luego p T = p -1 . Entonces b' = 
p" 1 bp. Esto confirma lo visto en el Teorema 18.1: respecto a las ba¬ 
ses ortonormales, la matriz de la forma bilineal fa coincide con la del 
operador B, que le corresponde de manera intrinseca. 

Teorema 18.3. Sea E un espacio vectorial de dimension finita dotado 
de producto interno. Dada una forma bilineal simétrica fa: E x E —> R, 

existe una base ortonormal U - {t^.u m } c £ tal que fa(u,, u,) = 0 

si i* j. 

Demostracion: Por el Teorema 18.2, existe un operador autoadjunto 
B-.E^E tal que b(u,v) = { u,Bv) para cualesquiera u,ue£. El 
Teorema Espectral asegura la existencia de una base ortonormal U = 
{uj,...,u m } cz £ tal que Bu^XjU, (i-1 .m). Entonces i*j => 

fa(u,, Uj) = (u ; , Bu f ) = (u,., Xj uj) = Xj (u f . Uj) = 0. □ 

El Teorema 18.3 es la version, para formas bilineales, del Teo¬ 
rema Espectral. La versién matricial es la siguiente: para toda ma¬ 
triz simétrica b = [ fa y j e M(m x m), existe una matriz ortogonal p e 

M(mxm) tal que p T bp = p~ J bp es una matriz diagonal. La diago¬ 
nal de d = P T bp estå formada por los autovalores de b; que se 11a- 
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man también, autovalores de la forma bilineal b y de la forma cua- 
drética tp(o) = b(o, u). 

En términos de las coordenadas de los vectores u = ^x, u ( y 

v = ^V) u i respecto a la base U del Teorema 18.3, la forma bilineal b 
se expresa como 

b(u,v) = J^X/Vi • 

En particular, la forma cuadrdtica (p: £ -> R, <p(u) = b{u, u), pa- 

ra u = y.y, u, (expresién relativa a la base U) es dada por una combi- 
nacién lineal de cuadrados: 

<p(u) = 2>,y, 2 = x m 2+ ••• 

Es costumbre numerar los autovalores X, en orden creciente: 

x 1 <x 2 < ■■■ <x m . 

Se dice que la forma cuadrdtica <p:E-»F es no negativa, si 
<p(u) > 0 para todo o e E, positiva si <p(u) > 0 para todo v * 0 en E, no 
positiva si <p(u)<0 para todo ve E, negativa si <p(y)<0 para todo 
w * 0 en £ e indefinida cuando existen u,u e E tales que tp(u) > 0 y 
<p(o) <0. 

La forma cuadratica <p: £ -»R es no negativa, positiva, no posi¬ 
tiva, negativa o indefinida, respectivamente, conforme el operador 
autoadjunto B : E —> E tal que <p(u) = (y, Bv), tenga una de esas pro- 
piedades, o sea, conforme los autovalores X l , ... , X m sean todos >0, 
todos > 0, todos < 0, todos <06X 1 <0<X. m , respectivamente. 

Si A.j < -•• < X m son los autovalores de la forma cuadråtica «p en- 
tonces, para cualquier vector unitario u e E se tiene Xj < tp(u) < X 

En efecto, respecto a la base U del Teorema 18.3, si u = £x ( u, enton- 
ces £x f 2 = 1, por lo tanto 
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h = 2>1 X ? * Z X f x i 2 = <P( U ) * 2> m xf = x m . 

I i i 

Ademås, (p(uj) = y <p(u m ) = A. m . Por lo tanto, el menor auto- 
valor 3^ y el mayor autovalor X m son también el valor rmnimo y el 
valor måximo asumidos por la formå cuadråtica <p entre los vectores 
unitarios de E. 

En Anålisis, cuando se estudian los puntos crlticos de una fun- 
cién diferenciable, un rol crucial es desempenado por una forma cua¬ 
dråtica llamada Hessiana. Los puntos crlticos son clasificados de 
acuerdo con el numero de direcciones independientes a lo largo de las 
cuales la funcién tiene un måximo relativo y ese numero coincide con 
el Indice de la forma Hessiana, como definiremos a continuacién. 

El indice de una forma cuadråtica (p: E -► IR es la mayor dimen- 
siån de un subespacio vectorial de E restringida al cual, la forma es 
negativa. Cuando <p > 0, diremos que el Indice de <p es cero. 

Por lo tanto, el indice de la forma cuadråtica <p: E -> R es igual 
al numero i * 0 cuando: 1) Existe un subespacio vectorial F c E, con 
dim F = i, tal que <p (u) < 0 para todo vector no nulo ve F; 2) Si G c E 
es un subespacio vectorial de dimensién mayor que i, existe aigun 
vector no nulo w e G, tal que ip(uj) > 0. 

Si dim E-m entonces toda forma cuadråtica negativa <p: E -> R 
tiene Indice m. 

Asl definido, el Indice de una forma cuadråtica es una nocién 
intrlnseca, independiente de elecciones o construcciones arbitrarias. 

Otro invariante numérico asociado a una forma cuadråtica 
ep:E —► R es su rango. Sea b;ExE->R la (unica) forma bilineal si- 
métrica tal que <p(o) = b(u,w) para todo v e E. Escogiendo una base 

V = {«!,...,%} c E y poniendo b if =bij = 1.m, sabemos 

que, para todo vector 

0 = ]Tx, u i ’ setiene <p(w) = J^bjjXjXj 

u 
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Por definicién, el rango de ip es el rango de la matriz b = [ b jy ] e M (m x m). 

Para probar que el rango de <p, definido de esta manera, no de- 
pende de la base escogida, observemos que si tomamos otra base 
V' = {oi,c £ la forma <p seré representada por la matriz 

b' = p T b p, donde p € M (m x m) es la matriz de paso de V a V '. Como 

p y p son inversibles, es claro que by b' = p T bp tienen el mismo 
rango. 

En particular, si existe una base V = {u x ,..., o m } c £ tal que 

tp(u) = Xj x 2 ■+••• + X r x r 2 (con Xj * 0,..., X r * 0) 

para todo v = Uj, entonces la matriz de <p en la base V tiene Xj,..., 
X r en la diagonal y los demås elementos iguales a cero, luego el rango 
de <p, igual al rango de esta matriz, es r. 

Si £ tiene un producto intemo y <p{u) ~(v,Bv), entonces el ran¬ 
go de la forma cuadrdtica <p es igual al rango del operador autoadjun- 
to £:£->£, 

Teorema 18.4. (Ley de Inercia, de Sylvester). Si existe una base 
V = {uj,..., ]■ c £ tal que, para todo v = ]Tx^ Uj e £ se tiene 

tp(u) = - X?-X 2 + X 2 ! + - + X 2 , 

entonces la forma cuadratica <p tiene indice i y rango r. 

Demostracidn: Vimos anteriormente que el rango de q> es r. En 
cuanto al indice, sea F c £ un subespacio vectorial, restringida al 
cual (p es negativa. Probemos que dim F < i. En efecto, si el vector no 
nulo 


o 


m 


= I x j v j 

j =i 


pertenece a F, entonces 
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luego 


-xf - -x, 2 + xf +1 + ••• + x 2 < 0 , 

x?+ ••• + X , 2 > O 


por lo que (xj,..., x f ) * 0. Esto prueba que la transformacién lineal 
A -. F R 1 , definida por 


Ao 


I, x } v ) 

W-i 


( X 1 ,..., Xj) , 


es inyectiva, por lo tanto dim F < i. Para finalizar, observemos que el 
subespacio generado por Oj,o, tiene dimensién i y, restringida a él, 

<p(o) = -xf- xf 


es negativa. Luego i es la mayor dimensién de un subespacio de £, 
restringida al cual <p es negativa. □ 

Usualmente, la Ley de Inercia de Sylvester se enuncia en la si- 
guiente forma equivalente: dada cualquier base \/ = { Oj,..., c £ 

tal que 

<p(o) = -X 2 - ••• -x 2 + X 2 J + ••• + x 2 (*) 

para u = ^ x^ Vj , los numeros i y r son los mismos. 

Presencaremos a continuacién el método de Lagrange (de com¬ 
pletar el cuadrado) para obtener una base en el espacio vectorial £, 
respecto a la cual, una forma cuadrética dada tp: E —> R tenga una 
matriz diagonal cuyos elementos no nulos sean iguales a 1 o a -1. En 
otras palabras, en esa base, <p tendrå una expresion del tipo (*) ante- 
rior. 

Comencemos con una base cualquiera U = {,...,u m } c £, en 
la que se tiene 

(**) 


<p(u) = X b u x i x J • 
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para v — + ••• + x m u m . Si a=|a^jeM(mxm) es la matriz de 

paso de la base U a la base V = { Uj,..., u m }, la nueva expresidn 

*( w ) = 'Ectjl'ii'j , 

U 

para v = yj v 1 + ■■■ + y m u m se obtiene simplemente efectuando en (**) 
la sustituci6n, o cambio de variables, 

*i = Jl a ikVk > *] = • 

k k 

En adelante, sdlo mencionaremos cada cambio de variables, 
dejando implicito que ello corresponde al paso de una base a otra 

pues, en cada caso, la matriz ® = [ Øy ] [o lo que es lo mismo, el opera- 

dor (pj,,, y m ) i—> (xj,, x m )I, es inversible. 

A partir de la expresidn 

<P( y ) = £ b ljX t Xj , 
ij 

haremos, si es necesario, un cambio de variables para asegurar que 
aigun elemento b jt de la diagonal sea diferente de cero. (Estamos su- 
poniendo que tp no es idénticamente nula, de lo contrario nada habria 
que hacer.) Pues si todos los elementos de la diagonal fueran iguales 
a cero, escogemos un b^ * 0, con r * s, y hacemos el cambio de variable 
x r = V r + V S ’ x s = Vr~Vs^ x i ~ Vt (si fÉ{r,s}). Entonces el sumando 
2 b rs x r x s de la suma <p(o) se transforma en 2b rs y r 2 - 2b rs y 2 . En las 
nuevas variables y ( , la expresidn de <p(u) tiene al menos dos términos 
no nulos, c rr y 2 = 2b rs y r 2 y c M y s 2 = - 2b rs y 2 , que no se cancelan con 
ninguno de los otros sumandos. 

Volvamos a la expresidn <p( y ) = £b j; x,x / , donde ahora pode¬ 
mos suponer aigun bj f * 0. Cambiando, si es necesario, la numeracidn 

de las variables (lo que equivale a cambiar el orden de los vectores de 
la base), podemos admitir que bjj * 0. Entonces escribimos 
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/ \ 

<p(w) = bu xf+2x 1 ^ c jX) + y(v'), 

l J*2 ) 

donde Cj =b 1 ^/b ll y v(u') depende solamente de 

= Z */“j » 

)i2 

O sea, que y es una fonna cuadråtica definida en el subespacio F c £ , 
de dimensidn m-1, generado por u 2 ,..., u m . La expresidn dentro de 
los paréntesis anteriores es del tipo a 2 + 2ab, igual a (a + b) 2 -b 2 , 
donde 

° = x \ y b=Zc jXj . 

2 

Asi, el cambio de variables 

z \ ~ X 1 + S C i X ) ' z 2~ x 2> •" * z m =x m 
i* 2 

• o, equivalentemente, 

Xj — Z-y — XjC) z I • x 2 = z 2 • ••• * x m = Zm ’ 

)Z2 

muestra que la expresidn dentro de los paréntesis en cp(u), es igual a 


por lo tanto 




bn z i 


( f 

XcjZ) + v(w') 
1^2 ) 


es decir, <p(u) = b n z\ + £(u') donde, otra vez, % es una forma cua¬ 
dråtica en el subespacio F, de dimensidn m - 1. Efectuando el nuevo 
cambio de variables 
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2 j ~ Vj 0*2), 


obtenemos <p(u) - ±yf + £(u'). Aplicando el mismo método a £ y prosi 
guiendo anålogamente, llegaremos al final a 


<p(») = £±y , 2 

o, mås explfcitamente: 

<p(u) = -yf-y2 + yf +1+ ... +il 2 f 

donde i es el indice y r es el rango de la forma cuadrdtica <p. Los nu- 
meros y, son las coordenadas del vector v en la base de £ obtenida 
luego del ultimo cambio de coordenadas. 

Ejemplo 18.2. Sea <p: IR 3 -> IR la forma cuadrdtica dada por 

<p(x,y,s) = 2x 2 + 2y 2 - 2z 2 +4xy-4xz+8yz 

Completando el cuadrado en la suma de los términos que tienen fac¬ 
tor comun x, tenemos 

2x 2 +4xy-4xz = 2[x 2 + 2x(y-z)] 

= 2[x 2 + 2x(y-z) + (y-z) 2 ]-2(y-z) 2 

= 2(x + y-z) 2 -2{y-z) 2 . 

El cambio de variables s = x + y — z nos da entonces 

(p(x,y,z) = 2s 2 -2{y-z) 2 + 2y 2 -2z 2 + 8yz 
= 2s 2 -4z 2 +12yz. 

Nuevamente completamos el cuadrado, ahora en la suma de los tér¬ 
minos que tienen factor comun z, y obtenemos 
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-4z 2 +12yz = -4(z 2 -2z--|y) 

= -4^z 2 -2z -|y + -|y 2 ) + 9y 2 
= -4(z -fy) 2 + 9y 2 . 


El cambio de variables t - z - -^y nos da por tanto 
cp(x,y,z) = 2s 2 -4f 2 +9y 2 . 

Esto nos dice que la forma cuadråtica <p tiene rango 3 e indice 1, luego 
es indefinida. 

Si queremos, podemos hacer el cambio de variables 
J2' 2 ' V ~3 


y tendremos 


cp{x,y,z) = yf-yf + yf • 


Evidentemente, no hay dificultad en obtener la expresidn de las 
variables y } , y 2 e y 3 en funcidn de x, y, z y viceversa. Sin embargo, 
para conocer el indice y el rango de ep, esto es innecesario. 


Cuådricas 

Presentaremos a continuacidn, brevemente, una aplicacidn in- 
teresante del estudio de las formas cuadråticas en la Geometria Ana- 
litica n-dimensional, 

Un subeonjunto IcR n se llama cuådrica central cuando existe 
una forma cuadråtica cp:R n R tal que 1 es definido por la ecuacidn 
<p(u) = l. 

Si 

<p(”) = Z t a i jx l x j 

V 
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para o - (x } ,, x n ), esto significa que £ es el conjunto de los puntos 
(xj,, x n ) g R n tales que 

n 

£ a ljX,Xj = 1. 

l,J=l 

Se sigue inmediatamente del Teorerna 18.3 que, dada una cuå- 
drica central £ c; R n , existe una base ortonormal U - (iq,..., u n ) en 
R", respecto a la cual la ecuacidn de £ es 

*■1 Vi y„ =1, 

donde ,..., X n son los autovalores de la matriz simétrica £ a,y J. 

En otras palabras, cuando se expresa el vector u = y^j + • • • + y n u n 
como combinacidn lineal de los elementos de la base U, se tiene 
u g £ si, y solamente si, sus coordenadas yj,..., y n satisfacen la 
ecuacidn 

£*ivi 2 -1. 

Las rectas que contienen los vectores u, de la base U se llaman 
ejes principales de la cuédrica central £. 

Cuando n = 2, £ se Uama cånica. Por tanto, la cdnica definida 

o 

en R por la ecuacidn 

ax 2 + 2 bxy + cy 2 = 1 

puede, en una nueva base ortonormal de R 2 , representarse por la 
ecuacidn 

Xs Z + \it 2 = 1, 
donde X., p son los autovalores de la matriz 

De acuerdo a los signos de esos autovalores, pueden presentar- 
se las siguientes posibilidades: 
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l 9 ) Si X. g < 0 (esto es, o c < b 2 ), se tiene una hipérbola. 

2~) SiX>0yp>0 (esto es, a > 0 y ac > b 2 ), se tiene una elipse. 

3 9 ) SiX<0yg<0 (esto es, a < 0 y ac > b 2 ), se tiene el conjunto 
vacio. 

4 9 ) Si X g = 0 (esto es, ac = b 2 ), se tiene un par de rectas paralelas o 
el conjunto vacio, segun sea a + c > 0 6 a + c < 0. 
Evidentemente, si X = g > 0, se tiene una circunferencia. 

Es claro que, en cada posibilidad concreta, dada la ecuacion 
ax 2 + 2bxy + cy 2 =1, una aplicacion inmediata del método de La- 
grange (de completar el cuadrado) permite escribir el primer miem- 
bro en la forma bj y 2 + b 2 y 2 y de alli constatar, conforme a los signos 
de b t y b 2 , si se trata de elipse, hipérbola o un par de rectas. Sin em¬ 
bargo, conviene tener en cuenta que el método de Lagrange, aunque 
eficiente (principalmente en dimensiones mayores que 2, en las que 
es muy dificil calcular los autovalores), no provee bases ortonormales. 
En particular, no permite distinguir una elipse de una circunferencia. 

En dimension 3, las superficies cuddricas centrales £ c R 3 tie- 
nen, en un sistema de coordenadas ortogonales conveniente, una ecua- 
cién del tipo 

A .1 y 2 + X 2 yf + ^-3 yf = 1- 
Las posibilidades son las siguientes: 
l 9 ) Si X.j > 0, X 2 > 0 y X -3 > 0, I es un elipsoide. 

2°) Si Xj > 0, X 2 > 0 y X -3 < 0, I es un hiperboloide de revolution. 

3 9 ) Si > 0, X 2 < 0 y X 3 < 0, I es un hiperboloide de dos hojas. 

4 9 ) Si Xj, X 2 y X 3 son < 0,1 es el conjunto vacio. 

5 9 ) Si X 3 =0, I = CxR = {(u,é);u eC,t e R}, donde C c R 2 es 
defmido por la ecuacion 

x_i y 2 + x 2 ^2 = 
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En este caso, I es un cilindro de base C. 

Observe que, cambiando la numeracion de las coordenadas si 
es necesario, siempre podemos suponer > 0. 

Hay otro tipo mås general de cuådricas, ademås de las centra¬ 
les. Son los subcoryuntos S c R n definidos por una ecuacién del tipo 

n n 

E°tj x i x j + Eb* = c. 

i./=l (=1 


La elecciån de una base ortonormal conveniente en R n hace que 
esta ecuacién asuma la formå 

ZW + E b iVi = c. 

i=i «=i 

donde r es el rango de la matriz ] y Xj * 0,..., X r * 0. 

Buscando eliminar el término lineal y, mediante la elec- 

cién de nuevas coordenadas, debemos efectuar una traslacién. (Hasta 
ahora, los cambios de coordenadas se hicieron por medio de trans- 
formaciones lineales, por lo que preservaban el origen.) Introduciendo 
las nuevas coordenadas 

Zf = Vl + ( , = 1 . r ^’ 


z r +1 ~ JV+1 < 


z n = Vn ■ 

la ecuacién anterior se convierte en 

Xjzf + - + A. r z r 2 + b; +1 z r+1 + ... + b' n z n = c', 
en la que conseguimos eliminar los r primeros términos lineales. 
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Puede suceder que los coeficientes faj sean todos iguales a cero. 
En este caso, la forma simplificada que buscamos para la ecuacién de 
la cuådrica £ es: 

\ 1 z% + ■•■ + k r zf -c'. 

Si r = n , Z es simplemente la figura que resulta de una cuådrica 
central después de una traslacidn. Si r < n, entonces las ultimas n - r 
coordenadas z r+1 ,, z n pueden tomarse arbitrariamente, mientras 
que las r primeras definen una cuådrica en R r , luego I es un cilindro 
generalizado: el producto cartesiano X = X' x R n-r donde X' es una 
cuådrica en R r . 

Si alguno de los numeros bj (r +1 < j < n ) es * 0, introducimos 
nuevas coordenadas . t n de modo que tj = z ±,..., t r = z r y 

b'r+lZr+\ + - + KZ* ~ c ' = dt r+l- 

Primero haremos una traslacidn para eliminar c'. Para eso escoge- 
mos un punto (z° +1 ,, z° ) tal que 

*♦!*?♦! + +Kz° = c' 

y escribimos 

®1 ~ ,... i S r = z r * s r+l = ^r+1 — z r+1»• * ■ > ®n — Z n ~ z n * 

Entonces, en las coordenadas s ( , la ecuacion de la cuådrica X se 
convierte en: 

+ ••• + X r Sr + br+1 s r+l + ”* + bn s n = 0 • 

En el espacio R" - '', la expresidn 

b; + lSr+l + •” +bnS n 
es el producto interno (b, to), donde 

b = (b' + i,..., b' ) y to = ( s r+ i. s„). 
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Escojamos en este espacio una base ortonormal cuyo primer elemento 
sea el vector unitario u = b j | b |. Sean t r+1 ,..., t n las coordenadas del 

vector w = (s r+1 .s n ) en dicha base. Entonces f r+1 =(u,w), luego 

(b< w ) = |b|^r+i■ Escribiendo tj = Sj,...,t r = s r , vemos que, en las 
nuevas coordenadas t ,, la ecuacidn de la cuédrica Z asume la forma: 

*■1 tf + ■■■ +l r tf + d t r+l = 0, 

donde d = | b |. 

Observemos que todos los cambios de coordenadas se hicleron 
mediante traslaciones y transformaciones lineales ortogonales (o lo 
que es lo mismo, mediante elecciones de bases ortonormales). Pode¬ 
mos entonces concluir que, dada una cuédrica: 

n n 

1 : 'L a i] X l x i + £*>,*( ^ c (*) 

Ufri J=l 

en R n , existe un cambio de coordenadas 

n 

x > = S m y £ ) + ^/ {i = 1,..., n ) 

;=i 

tal que m = [ m jy ] es una matriz ortogonal y, efectuando esa trans- 
formacidn en la ecuacidn (*) de S, esta se transforma en 

Ml + - + M? + dt r+ 1 = 0, (d*0) 

d 

tf + “• + A. r tf = c', 

donde r es el rango de la matriz [ a y ] y Xj..... X r son todos sus auto- 

valores no nulos. En el primer caso, suponiendo r = n -1, la cuédrica 
S puede ser defmida por 
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t„ = ajtf + ••• + a n _i tn-1 
(con a, = -X,/d) y se llama paraboloide. 

Ejercicios 

18.1 Determine la matriz de cada una de las formas bilineales si- 
guientes relativas a la base especificada: 

(a) b:R 4 xR 4 -^R, b(u,u) = (u, v), base { ^ , u 2 , u 3 , 04 } c R 4 , donde 

-(-2,0,3, l), = (t 1 2, 1 , - l), u 3 =(0,1,2, -l), u 4 =(l,2,3, l). 

(b) b:R n xRSR, b(u,w) = {Au,u), A e/(R"), base candnicade R n . 

(c) b:R n b(u,v) = (Ait,Bv), A,Be/(R n ), base candnica 

deR". 

(d) b:R" xR"->R, b(u,w) = {u,a)-(u,b), a.b g R n , base candnica de 
R". 

18.2. Sea (p: R 3 -> R la forma cuadråtica dada por tp(x,y,z) = x 2 + 
y 2 -z 2 + 2 xy- 3 xz + yz. ^Cuél es la matriz de <p en la base {u,u,u>} 
cR 3 , donde u = (3,0, l), « = (l,-l,2),ui = ( 2 , 1 , 2 )? 

18.3. Pruebe que el conjunto de las formas cuadråticas en el espacio 
vectorial £ es un subespacio vectorial Q{E) c 7 (£; R). Si dim E = n, 
pruebe que dim Q(E) = n(n + 1 )/ 2 . 

18.4. Asigne V(verdadero) o F(also): 

( ) El conjunto de las formas cuadråticas de indice i en el espacio 
vectorial £ , es un cono convexo en J (£ •, R). 

( ) La matriz del operador B: £ £ en la base U es igual a la ma¬ 

triz de la forma bilineal b(u, u) = (u, B o), en la misma base. 
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( ) Las formas bilineales b y b*, correspondientes a los operadores 
B y B segun el Teorema 18.2, definen la misma forma cuadrå- 
tica <p(u) = b(o,u) = b*(o,u). 

( ) El operador autoadjunto B -.E-* E y la forma bilineal simétrica 
b: E x E -> R que le corresponde segun el Teorema 18.2 tienen 
la misma matriz respecto a cualquier base de E. 

18.5. La matriz de una forma bilineal b: E x £ en la base U - { iq, 
...,u n }c£ es dada por b if =b(uj,Uyj. Suponiendo conocida la forma 
cuadråtica <p: E -> R, ^cémo se puede obtener la matriz de (p en la ba¬ 
se U a partir de sus valores <p(u), y e £? 


18.6. Sean /,g : £-»R funcionales lineales. Pruebe que la forma 
bilineal antisimétrica /a g: £ -> £, defmida por (/ A g)(u, o) = f(u)g(o) 
~/( u )s( u )> es idénticamente nula si, y solamente si, una de las fun¬ 
cionales dadas es multiplo de la otra. 


18.7. Sea b: E x £ ~> R una forma bilineal antisimétrica en el espa- 
cio vectorial £, de dimensién finita. Pruebe que las siguientes afirma- 
ciones sobre b son equivalentes: 

(1) Se tiene b = / a g, donde /, g e £*. 

(2) Existe una base V , {o, .u„ }c £ tal que blu, , u.) = 0 si { i, j) > 

{1.2}. 


Concluya que toda forma bilineal en R 3 
en R 4 ? 


es del tipo b = / a g . 


18.8. Sea b:R 5 xR$ _>R una f orma bilineal antisimétrica. Pruebe 
que existen mimeres a, p y una base { o 1 , v 2 ,v 3 ,v 4 , o 5 } c R 5 tales 

que b(uj,o 2 ) = -b(u 2 ,yj) = «, b(u 3 ,u 4 ) = -b(u 4 ,u 3 ) = p y bfu,, iq) = 0 
en los demés casos. Concluya que existen funcionales lineales f lt f 2 , 
h - U ■ r5 R tales que b = /j a f 2 + f 3 A / 4 . 



Søccldn 18 


Formas Cuadréticas 


285 


18.9. Sean E, F espacios vectoriales de dimensidn finita, con produc- 
to interno. Establezca un isomorfismo natural entre S(£xF) y 
J!(E\ F). Determine la relacidn entre las matrices de una forma bili¬ 
neal y de la transformacidn lineal que le corresponde. 

18.10. Dadas las fiincionales lineales f, g : E -> R, considere la forma 
bilineal /®g:£x£-»R (producto tensorial de / y g) definida por 
(/® g)(u, u) = f(u) ■ g(i>). Pruebe las siguientes afirmaciones: 

(a) /øg = 0=>/ = 0 6 g = 0. 

(b) /®g = g®/<=> una de las fimcionales /, g es multiplo de la 
otra. 

(c) Si — }c:£* es una base entonces las formas bilineales 

fi^fj constituyen una base de JB(£x£). 

(d) En las condiciones del item (c), las formas / f • /j = / f ® /, + f, ® / f , 
con i < j, constituyen una base para el espacio de las formas bili¬ 
neales simétricas. 

(e) Con la notacion de (c), las formas f t a = / f ®/j con 

i < j, constituyen una base para el espacio de las formas bilinea¬ 
les antisimétricas. 

18.11. Dada la forma cuadråtica ep:R 2 -+ R con (p(x, y) = 2x 2 -y 2 + 
3xy, halle una base ortonormal {u,u}cR 2 y numeros X, p tales que, 
para todo vector io = su + iu e liv se tenga cp^iu) = ks + p t . 

18.12. Dada la matriz simétrica 



halle una matriz ortogonal p tal que p T b p sea una matriz diagonal. 
A partir de ello obtenga una base ortonormal { u, o } c R 2 tal que la 
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forma cuadråtica <p:R 2 R, con (p(x,y) = 4x 2 + 2xy + 2y 2 se escriba 
como <p(u>) = Xs 2 + yt 2 para todo vector w = su + tv. 

18.13. Dadas las formas cuadråticas siguientes, use el metodo de La- 
grange para expresarlas como sumas y diferenqias de cuadrados y, a 
partir de alli, determine el indice y el rango de cada una de ellas: 

(a) <p(x,y) = x 2 +9y 2 + 6xy 

(b) y(x,y) = x 2 + 8y 2 + 6xy 

(c) S(x,y,r) = x 2 +2xy + z 2 -3xz + y 2 -2yz 

(d) C(x,y,z) = 8x 2 +36yz-6y 2 -27z 2 -24xy 

18.14. Dada la forma cuadråtica <p: R z R, con (p (x, y) = ax 2 + bxy + 
cy 2 , escribala como 


(p(x,y) = y 2 



+ c 


= V 2 [at 2 +b( + cj, t = x/y, 


y use el trinomio at 2 + bt + c para obtener condiciones sobre a, b, c 
que caracterizan si <p es positiva, negativa, indefinida, no negativa o 
no positiva. 

18.15. Sea A:E -> F una transformation lineal inversible. Para toda 
forma cuadråtica vp: F ->R, pruebe que cp = vj/°A:£-»R es una for¬ 
ma cuadråtica en £, con el mismo indice y el mismo rango que y. 

18.16. Demuestre que todo operador lineal inversible A:R n -»R n 
transforma una cuådrica I c R" en otra cuådrica del mismo tipo. 
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El determinante surgid inicialmente en las formulas que expresan la 
solucion de un sistema determinado de n ecuaciones lineales con n in- 
cognitas. Posteriormente, se le identificå como el drea de un paralelo- 
gramo o el volumen de un paralelepipedo y después, en forma definiti¬ 
va, como la funcion multilineal alternada de la que se deducen las 
demds. 

Tradicionalmente se tiene el determinante de una matriz cua- 
drada, o de una lista de vectores, que son las columnas (o filas) de esa 
matriz. En Algebra Lineal, es mås apropiado hablar del determinante 
de un operador lineal. Su interés proviene principalmente del hecho 
de que un operador es inversible si, y solo si, su determinante es dife- 
rente de cero. A partir de ahi, el determinante provee un polinomio de 
grado n cuyas raices reales son los autovalores de un operador en un 
espacio vectorial n-dimensional (polinomio caracteristico), polinomio 
que estudiaremos en la seccion siguiente. 

Haremos aqui una presentacion breve del concepto de determi¬ 
nante asi como de sus principales propiedades. Empezaremos con las 
funciones multilineales, mås especificamente, con las alternadas. 

En esta seccion, E representa un espacio vectorial de dimensidn 
n, en el cual todas las bases que tomemos son ordenadas. 

Una forma r-lineal en el espacio vectorial E es una funcién 
/: £ x x £ -+ R, 
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definida en el producto cartesiano £ x • •• x £ - E r , que es lineal en 
cada una de sus variables, esto es: 

+u;,...,u r ) = f(v 1 ,...,v i ,...,u r ) + f(v 1 . v;,...,v r ) 

f(v 1 ,...,ctv i .o r ) = a /(dj ..u r ) 

para Uj, ..., v ( , v{,..., u r e £ y a e R cualesquiera. 

Si / es r-lineal y uno de los vectores Oj,... , u r es iguai a cero en- 
tonces /(uj,..., u r ) = O.pues 

/(..., 0 ,...) = /(...,0 0 ,...) = 0 -/(..., 0 ,...) = 0 .. 

Teorema 19.1. Sea U = {uj ,..., u n } c £ una base. Para cada una de 
las n r secuencias ordenadas J = (jj,..., ; r ) de enteros comprendidos 
entre lyn, fijemos un numero real aj = a ; -^ . . Existe una, y sola- 

mente una, forma r-lineal f : £ x x £ -> R tal que j{y h . u ] ) = aj 

para todo J = (; x ,..., ; r ). 

En otras palabras, una forma r-lineal /: £ r R queda comple- 

tamente determinada al conocerse sus n r valores ,..., u, ) en las 

secuencias de elementos bésicos, y esos valores pueden escogerse ar- 
bitrariamente. 

Demostracion: Para facilitar la notacién, tomemos r = 3. El caso 
general se trata anélogamente. Supongamos dado, para cada secuen- 
cia (i, j, k) de numeros naturales comprendidos entre 1 y n, un nume¬ 
ro real a^. Definamos /:Ex£x£—»R poniendo 

n 

f(u,v, tv) = Xa i j k x ii , j 2 k 
i.j.k = 1 

si 

U = £x,-u i , v = Y t V j Uj y w = Y, z k“k- 
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Se verifiea fåcilmente que / es trilineal y que /(u f , Uj , 14 j = a ijk . Ade- 
mås, si g:ExExE-> R es trilineal y g(u ( , Uj, 14 ) = para cuales- 
quiera i, j , k = 1 ,..., n, entonces para 

U = Z X I U M W = y ^ = Z z k u ic 

arbitrarios, se tiene 

g(u,u,uj) = 

= Z x f Vi z k s(u f , u y , u fc ) 

= Y, a nk x ii>j z k = /(u.°.«»). 


luego g = /. □ 

Corolario. £Z espacio vectorial jC r (£;R) de todas las formas r-lineales 
f-.E-x. x £ -> R tiene dimension n r . 

En efecto, una vez fijada la base U c £, el Teorema 19.1 haee 
corresponder, biumvocamente, a cada / eJ? r (E ; R) los n r numeros a i . 

Esto determina un isomorfismo entre X r (£; R) y R" . □ 

Una forma r-lineal /: E x ••• x £ —»Rse llama alternada cuando 
/ (uj,..., v r ) = 0 siempre que la secuencia (o 1 ,..., v r ) tenga repeticio- 
nes, es decir, cuando 

f(o ..w M ,u I w (+lt ...,0 H ,0 P u J+1 .U r ) = 0 

para cualesquiera v, u lt ..., u r e £. 

Teorema 19.2. Una forma r-lineal f: E x ■ • ■ * E R es alternada si, y 
solamente si, es antisimétrica; esto es, si 
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f{ V l ' "* ’ V l • » W / ' ••• * w r) ~ /( y l . ••• t Uj i , V) , ••• i V r j 
para cualesquiera u ly ..., v r e E. 

Demostracién: Por simplicidad, escribamos 

f{ u 1 .u,...,y,...,u r ) = <|>(u,y) . 

Entonces, /altemadaimplica <p{u,u) = q>(y,y) = ip(u + u, u + y) = 0, luego 

0 = <p(u + y, u + u) = <p(u, u) + <p(u, o) + <p (y, u) + <p(y, u) 

= <p(u,u) + (p(u,u), 

por lo tanto <p(u, y) = - <p(u, u), de modo que / es antisimétrica. Red- 
procamente, si / es antisimétrica entonces <p(y,y) = -<p{y,y). Luego 
2 tp(y, y) = 0, <p(y, u) = 0 y /es altemada. □ 

Corolario. Sea /: E x x E R r-lineal altemada. Para toda per- 
mutacion er de los enteros 1,2 ,...,r y toda lista de vectores Uj. v r e E 


se tiene 




f ( U a(l) ’ • • • ’ W o(r) ) “ e <r f{ u 1 

-,u r ) , 

esto es. 




" cf" 

c 

V 

1 ! 

H- 

*— » 



donde el signo es + si a es una permutacion par y - si o es una per- 
mutacidn impar. (Vea Apéndice.) 

En efeeto, se pasa de la secuencia ^,..., 0 ,,) a (»^.....y^) 

mediante k transposiciones sucesivas, que corresponden a k cambios 
de signo en el valor de /. Como e CT = {- 1 )\ se sigue el corolario. □ 

La notacién A r (E) designa al espacio vectorial de las formas r- 
lineales alternadas /:Ex-xE-> R. 
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Ejemplo 19.1. Dadas las funcionales lineales /j,...,/ r :£ ->R, la 
funcién /: E x x £ —> IR, definida por 

f {°1 . u r) = /l( y l) • 4( y 2 ) - /r(«r). 

es una forma r-lineal, llamada producto tensorial de las funcionales 
lineales /j,..., / r . 

Ejemplo 19.2. Toda funcional lineal /:£-> R es una forma 1-lineal 
alternada, ya que no es posible transgredir la condicion de antisime- 
tria. Por tanto A^E) = E*. 

Ejemplo 19.3. Cualquier aplicacion r-lineal /: R x ■ • • x R -» R es del ti¬ 
po /(tj,..., t r ) = a tj t 2 ••• t r , donde a = /(1.1). (Vea Teorema 19.1.) 

Cuando r > 1, / sdlo puede ser alternada si a = 0. Luego v4 r (R) = { 0} si 
r > 1 . 

Ejemplo 19.4. La forma /: R 2 x R 2 -». R, definida por /(u, o) - Xj y 2 ~ 
x 2 Pi cuando u = (x lt x 2 ) y o = (y 1 ,y 2 ), es bilineal alternada. Si 
g:R 2 x R 2 -► R es cualquier otra forma bilineal alternada en R 2 en- 
tonces, haciendo c = g (ej, e 2 ), obtenemos: 

g(u,i>) = g(xj e-y + x 2 e 2 ,y l e l + y 2 e 2 ) 

- *i vis( e i^i) + x i y 2 s( e i ■ e z) + 

+ ^2 Vl 9(^2- e l) + x 2 V 2 9(e2.e 2 ) 

= ( x lV 2 ~ x 2 Vi )s(e 1 ,e 2 ) 

= c (x,y 2 - x 2 V\) = c /(u,u) 

pues gfo.ej) = g(e 2 ,e 2 ) = 0 y 3 ( 62 , 6 !) = - g(ej ,e 2 ). Esto prueba 
que toda forma bilineal alternada g es un multiplo de /, luego 
dim A 2 {R 2 } = 1 . 
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Teorems 19.3. Sea f: E x • ■ • * E R r- lineal alternada. Si los vecto- 

res Uj.....o r fueran L.D., entonces f(v l ,...,v r ) = O. 


Demostracion: Es evidente si Uj = 0. De lo contrario, uno de los vec- 
tores, digamos u ( , es combinacidn lineal de los anteriores: 

"i = X a y u r 

j<i 

Entonces 


f( V 1.”r) 


= / 


°l .Z 

}<l 


\ 


J 


= £ «//(«*!.»/— .« r ) = o 

i<i 


pues / es alternada. □ 

Corolario 1. Si existe una forma r-lineal alternada /: E x ... x E-> R 
to/ que f(y x ,..., y r ) * 0 , entonces los vectores Uj,..., u r eE son lineal¬ 
mente independientes. 

Corolario 2. Si r > dim E, entonces A r (E) = {0}. 

En efecto, siendo r > dimE, r vectores ..., u r cualesquiera son 
linealmente dependientes, luego f(o x ,..., u r ) = 0 para todo / e>!„(£) 
y todos los ,..., v r e E. □ 

A partir de ahora, concentraremos nuestro interés en las for¬ 
mas n-lineales alternadas, / eA n (E), donde n = dimE. El resultado 
fundamental es el teorema siguiente y, principalmente, su Corolario 
1 . 

Teorema 19.4. Sea U = {uj,..., u n } una base de E. Para todo numero 
real a, existe una unica forma n-lineal alternada / : E x x E ^ R tal 
que /(u 1 ,...,u n ) = a. 
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Demostracion: Supongamos inicialmente que exista / € A „(E) tal 
que /(u i ,..., u„) = a. Si g eA n (E) fuera tal que g(uj,..., u„) también 
es igual que a, entonces para toda lista de vectores u,^ ,...,u^eU se 
tiene: 


s(v-’\) = 0 = f (\ • 


si hubiera repeticiones en la lista; 


y S(V-’ U J = sKd — 

■ ".(">) 

= £ «s(“i- ... 

’ u r>) 

= 


= £ «/( u l- - 

’ U n) 


si (q.i n ) = (ct(1 ),...,a(n)) fuera una permutation de los enteros 

(1.n), esto es, si no hubiera repeticiones en la lista. Se sigue en¬ 

tonces del Teorema 19.1 que / = g. Por tanto la forma n-lineal alter- 
nada /queda determinada por su valor /(uj,, u n ). 

Esto nos indica como obtener una forma n-lineal alternada 
/: £ x ••• x E -> R tal que /(tq ,..., u n ) = a. Para cualquier secuencia or- 

denada (ij,...»i n ) de enteros comprendidos entre lyn pondremos 

/^u, ,...,Uj ) = 0 si hubiera repeticiones en la secuencia, /(u^,..., 

Ui ) = a si (ij.i n ) fuera una permutacién par de los mimeros 1, 2,..., 

n y ,..., u, n J = -a si la secuencia q, ..., i n fuera una permutacién 

impar de los numeros 1.2.n. Por el Teorema 19-.1, hay una unica 

forma n-lineal /: E x ■ x £ -» R con estas propiedades. Falta probar 
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que / es alternada. Con ese objetivo, tomamos un vector v = £x, u ( 
cualquiera. 

Entonces: 


= 

S x f x jf(* u 

i,hl 

) * Uj *) 





= 

E x i x i/(* u v 

* Uf *) + 

Z x i 

X J 

f(*u, 

*Uj + 


f 


KJ 




+ E x i x ;/ 

(*U ( *Uj 

*) 





»1 






(1) 







= 

o+Z x > x jf( 

*u t *Uj 

*)" 

i 

X , X jJ 

r (*u^ *u, *j 


><] 


l>J 


(2) 

I x ,V(*u f 

*u } *) - 

-z> 

< )X 

if(*u 



i<y 


Kj 

(3) 

S x iV(* u ( 

I > 1 

* Uj * j - 


<l x 

jf(* u 

= 0 


><) t<] 


Los asteriscos estån en lugar de n-2 vectores que permanecen 
fijos durante la demostracidn. La igualdad (1) usa el hecho de que 
/(* u i *) es una funcidn (n-2)- lineal de esos vectores, que satis- 

face la condicidn /(**Uj *) = - /(* Uj *u, *) cuando esos n-2 vecto¬ 
res pertenecen a la base U luego, por el Teorema 19.1, esta igualdad 
vale en general. Se sigue que /(*u, *) = 0. En la igualdad (2) fue- 

ron cambiados los nombres de los fndices mudos i,j. Finalmente, la 
igualdad (3) usa sdlo que x, x j = x ) x l .Q 

Corolario 1. Si dim £ = n entonces dim A n (E) = 1 

En efecto, fijada la base U = {u 1 ,... 1 u n }c£, existe / e A n (E) tal 
que /( Ul ,..., u n ) = 1. Entonces, para toda g e A n (E), si g(uj.u n ) = a 
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se tiene también (a /)(u x ,, u n ) = o, luego g = af. Por lo tanto, { / } es 
una base de A n (E ). □ 

Corolario 2. Si {iq,..., u n } c E es una base y 0 * f eA n (E) entonces 

/(ui,...,Un)*°. 

En efecto, por el Teorema 19.4 existe / 0 e A n (E) tal que / 0 (uj,..., 
u n )~l. Por el Corolario 1, f = af 0 , con a*0. Luego /(iq,..., u n ) = 
a/o(wi--..u n ) = a^ 0 .a 

Toda transformacién lineal A: £ -*■ F induce una transforma- 
ci 6 n lineal A* : A n (F) -> A n (E), que asigna a cada forma n-lineal al- 
temada /: F x x F -> R la nueva forma A*f : E x ••• x E -> R defini- 
da por 

(A # /)(t>i. ■■■.”„) = /(Au lt ..., Au n ), 

donde pj.u n e E. Es fåcil verificer que A # / e A n (E), que (A + B)* = 

A # + B # , (aA) # = aA # , que (BA) # = A # B # e / # = /. Si A es un iso- 
morfismo, A # también lo es, con (A # ) _1 = (A 1 j # . 

Sea ahora A: E -» £ un operador lineal. 

Como dim >l n (£) = 1, el operador lineal A # : A n (£) -> -4 n (£) con- 
siste en la multiplicacién por un numero real, que llamaremos el de- 
terminante del operador A-.E-+E e indicaremos con la notacién 
det A. Asi, por definicién, A # / = det Af, esto es, 

f{Av { .Ai>„) = det A/(uj .u n ) 

para toda /: £ x • • ■ x £ -» R n-lineal alternada y cualesquiera Uj,..., u n 
e E. 

Esto define el determinante de un operador de modo intrfnseco, 
sin recurrir a bases o matrices. A continuacion mostraremos cémo ob- 
tener, a partir de esta definicién, las formas clåsicas de presentar el 
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determinante. Antes, veamos lo fåcil que es probar dos propiedades 
cruciales del determinante. 

Teorema 19.5. Si A, B: £ -> E son operadores lineales entonces 
det (BA) = det B det A. 

Demostracién: Sean {u 1 .u n } cz E una base y 0#/ e A n (E), luego 

/{uj,..., v n ) * 0. Entonces 

det(BA)/(y 1 ,...,y n ) = f(BAv l . BAo n ) 

= det B f(Ao l . Au n ) 

= detB-det A- f(v v ...,v n ), 

por lo tanto det (BA) = det B • det A. O 

Corolaråo. Si A: E -> £ es un operador no negativo entonces det A > 0. 
En efecto, existe B:E-> E tal que A = B 2 , luego 
detA= (detB) 2 >0. □ 

El teorema siguiente muestra que det A > 0 cuando A es positivo. 

Teorema 19.6. El operador lineal A: £ —» £ es inversible si, y sola- 
mente si, det A * 0. En caso afirmativo, se tiene det^A -1 j = (det A)' 1 . 

Demostracion: Si existe A“\ entonces de A A" 1 = / resulta 
det A-det (A _1 j = det(AA _1 ) = det / = 1, 

luego detA*0 y det^A" 1 ) = (detA) \ Reciprocamente, si detA*0 

entonces, tomando una base {uj.u n }<z £ y una forma n-lineal al- 

ternada no nula /: E x ••• x £ ~* R, tenemos 

f { Av i.” det A /(oj. u n ) * 0, 
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luego, por el Corolario 1 del Teorema 19.3, los vectores Auj, ... , Av n 
constituyen una base de £. Luego, A es inversible. □ 

Corolario. El sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con AsM (lR n j, 
posee una unica solucion si, y solamente si, det A * 0. 

Definamos, en seguida, el determinant« de una matriz cuadrada. 
Dada a e M(n x n), escribiremos, de ahora en adelante, a = [oj.u n ] 

para decir que Oj,..., v n son los vectores columna de a. Sea A: R" -> R n 

el operador lineal cuya matriz en la base canonica de IR n es a, o sea, 
Ae\ = iq. Ae„ = v n . 

Por defmicién, el determinante de la matriz a es igual que 
det A. 

Asi, cuando / 0 e es la forma n-lineal alternada tal que 

/ 0 (e 5 , ..., e n ) = 1 (ver Teorema 19.4), entonces 

det a = det A = det Af 0 (e l ,...,e n ) = f 0 (Ae l ,..., Ae n ), 

es decir: 

deta = / 0 (uj ,...,t» n ). 

Por consiguiente, det; M(n x n) —> R es la unica funcidn n-lineal 
alternada de las columnas de la matriz a = [iq ,..., u n ] que asume el 
valor 1 en la matriz identidad l n . (*) 

Para cualquier funcidn n-lineal alternada /(a) = /(o j.... ,a n ) de 
las columnas de la matriz a = [t^ ,..., u n ], se tiene evidentemente 
/(a)= f[o x o n ) = cdeta,dondec = /(I n ) = /(e 1 e n ). 

Escribiremos det[o|..... a n ] para designar el determinante de la 

matriz cuyas columnas son los vectores Uj.u n e R". La afirmacion 

(*) es la caracterizacion axiomåtica de los determinantes hecha por 
Weierstrass. Segun ella todas las propiedades de los determinantes 
pueden, en principio, inferirse de las siguientes: 
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1) 

det [..., Uj + iWj,...] = 

det 

.-]♦ 

det [..., to, 

2 ) 

det[...,au ( ,...] = a 

•det [..„i;,, 

■•••li 


3) 

det[....u,.u,,...] 

ii 

i 

Q. 

s. 



4) 

detfej.e n ] = 1. 





Por ejemplo, se cumple: 

5) El determinante de una matru no se altera cuando se suma a 
una de sus columnas una combinacién lineal de las demds. 

Sea 

w = • 

!*■< 

La afirmaci 6 n anterior significa que 

det[i>!,,o, + io,,u n ] = det[uj . u n ], 

lo que es claro pues el segundo sumando del segundo miembro si- 
guiente es cero, por el Teorema 19.3: 

det[...,o ( +u;,...] = det[...,u ( ,...] + det[...,to,...] . 

Como aplicacién de 5) tenemos el 

Ejemplo 19.5, El determinante de una matriz triangular es igual al 
producto de los elementos de su diagonal. En efecto, sea la matriz 
triangular superior t = [ t jf j e M(n x n). Escribiendo t = [i^ ,..., t> n ], 
tenemos 

y l = *11 e l 

v 2 = *12 e l + *22 e 2 

v 3 ~ *13 e l + *23 e 2 + *33 e 3' etc - 


Por lo tanto 
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dett = det[t 11 e 1 ,u 2 ,...,u n ] 

= t u det[ej, t 12 e x + t 22 e 2 , o 3 ,...] 

= t 22 det[ej, e 2 , t 13 e 1 + t 23 e 2 + t 33 e 3 , u 4 ,...] 

= *n *22 *33 det [ e i > e 2 > e 3 ’ v 4 ’ ■ ■ ■] • 


Continuando anålogamente, llegamos a 


dett = t n t 22 


... 


De los Teoremas 19.5 y 19.6 resulta que det (ba) = det b • det a 
y que det a * O si, y solamente si, existe a 1 . En caso afirmativo, 
detja -1 ) = (deta) -1 . 


Ejemplo 19.6. (Regia de Cramer). Sea a e M(n x n) una matriz in- 
versible. Dado b eR n , indiquemos con el simbolo a[i, b ] la matriz ob- 
tenida de a cuando se sustituye su i-ésima columna por b. La solucién 
del sistema lineal a x = b, de n ecuaciones y n incdgnitas es el vector 
x = (xj,..., x n ) cuyas coordenadas son 


x, = 


det a [i; b] 
det a 


i = li.... n. 


En efecto, si a = [uj....,u n ], la igualdad a x = b significa que b = Xj Oj + 
+ x n v n . Asi, para cada i desde 1 hasta n, se tiene 


deta[i:b] = det^,..., b,..., u n ] 
n 

= Z X Jc det [°l. v k . V n] 

k=l 

= det [°l. v n] 

= Xj • det a. 
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pues, cuando k*i, la matriz [u a . v k .u„], con v k en la i-ésima 

columna, tiene dos columnas iguales a v k , luego su determinante es 
cero. Se sigue entonces que x, = det a[t; b]/det a . 

Si a y a'son matrices del mismo operador A en relacidn a bases 
diferentes entonces a' = p ! ap, donde p es la matriz de paso de una 
base a otra. Por lo tanto 

deta' = (det p) _1 • det a • det p = deta. 

El siguiente teorema completa esta observacidn, mostrando que 
el determinante de todas estas matrices es igual a det A. 

Teorema 19.7. El determinante del operador lineal A :E -> E es igual 
al determinante de una matriz de A en una base cualquiera de E. 

Demostracidn: Sea a = a (j . j e M(n x n) la matriz de A en una base 
U c £. Por definicidn, det a = det Aq, donde Aq : R" -> R n es el opera¬ 
dor cuya matriz en la base candnica de R n es a. Sea <p: E R" el iso- 

morfismo que transforma U en la base candnica de R n . Para cada 
Uj e U, se tiene Auj = £ a fj u, , luego 

*( Au i) = 5> v «p(u,) = Y i a i] e { = A 0 e j = Aq cp(u ; ). 

Se sigue que <p-A = Aq -<p, es decir, Aq = <p-A tp -1 . Por lo tanto, para 
cada / eA n |R n j se tiene 

deta-/ = A%f = ((p'j^AV/ = (cp*) _1 -det Atp*/ = 

- det A-(<p *) _1 ep*/ = det A f . 


Asi, det a = det A. □ 
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Tradicionalmente, se define el determinante de una matriz 
a = j e M(n x n), como la suma de n! sumandos del tipo 

1 a lj } a Zj 2 - a nJ„- 

Estos sumandos son productos de n factores que pertenecen a 
filas y columnas diferentes de a. El orden en que los factores estån 
dispuestos es el orden creciente de los indices 1, 2,..., n de las filas. 
Los segundos indices (de las columnas) exhiben una permutacién 
<* = (il•••••Åi) de los enteros l,2,...,n. El signo que precede a cada 
sumando es + 6 -, segtin que la permutacidn o sea par 6 impar, res* 
pectivamente. En otras palabras, la definicidn clåsica del determi- 
nante es 

defa = X E <J a lo(l) ' a 2o(2). a na(n)» 

a 

donde la suma es extendida a todas las permutaciones o de los ente* 
ros 1,2,.... n, con e CT = 1 si o es par y e CT = -1 si o es impar. 

Para obtener esta expresidn consideremos, una vez mås, la for¬ 
ma f 0 etal que .e n ) ~ 1, luego / 0 (e a(1) .= £ a 

para toda permutacion c de los enteros 1,2. n. 

Dada la matriz a = [ a,j j = [itj,..., u n ] e M(n x n), tenemos 

n 

U 1 ^ e l, • 

>1 = 1 

n 

v 2 = X a l 2 2 % > 

i 2 = l 


n 

* 2X» \ ' 
•„■1 
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luego 

deta = /ofo. v n ) 

( n n n N 

= fo E<V % > Z<V e ( 2 .•••'. Z a / n n e i„ 

VI = 1 '2 = 1 l„ = l J 

n 

= Z <\i V. a ( n n-/oK,e f2 .ej 

'1 J n = * 

En esta tiltima suma, son nulos los sumandos en los que hay 
repeticiones entre los indices *1 > *2 • —»* n » quedando sdlo aquellos en 
los que 

( f l • *2. f n) = (P(1).P(2).p(n)) 

es una permutacidn de los enteros 1, 2, ..., n , En este caso, 

Qf i 1 ' % 2 . \ n = fl la(l) ' a 2o{2).°na(n) * 

donde o = p 1 y el sumando correspondiente es igual a 

a lø(l) ’ a 2a(2). a no (n) /( e p (l) • •••» e p(n))• 

Por consiguiente, tomando en cuenta que e 0 = e p , se tiene: 

deta = Ie ff a Ml) .a 2o(2) .« na(n) , <*) 

G 

donde la suma se desarrolla segun todas las permutaciones 0 de los 
enteros 1,2, n. 

Volviendo a la expresidn anterior (*), podemos escribir 

deta = Z e p a p(l)r a p(2)2. a p(n)n- 

p 

Esta igualdad muestra que el determinante de la matriz a es 
igual al determinante de su transpuesta a T . 
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Si A: E -> E es un operador en un espacio vectorial provisto de 
producto interno y a es su matriz en una base ortonormal, entonces 

det A = det a = det a T = det A*. 

Resulta de la igualdad det a =. det a T que el determinante es 
una funcidn n-lineal alternada de las filas de la matriz a eM(n x n). 
(La unica tal que det I n = 1.) Como en el caso de columnas, cualquier 
funcidn n-lineal alternada / de las filas de la matriz a es de la forma 

/(a) = e deta, donde c = /(I„) = / [e x .e n ). 

Otra consecuencia de la igualdad det A = det A* es que el de¬ 
terminante de un operador ortogonal A es igual a ±1, pues 

(det A) 2 = det A* • det A = det (A*A) = det I = 1. 

El siguiente teorema utiliza, en su demostracién, la caracteri- 
zacién del determinante de una matriz como funcién multilineal al¬ 
ternada de las filas o de las columnas de esa matriz. 

Teorema 19.8. Si b e M(r xr), c e M(r x (n - r)), 0 e M((n - r) x r) y 
d e M((n - r) x (n - r)) entonces el determinante de la matriz 

b c 

a = e M(n x n) 

Od 

es igual a det b - det d. 

Demostracién: Para cada c fija, 

b c 

/(b.d) = det 

O d 

es una funcidn r-lineal alternada de las columnas de b y (n - r)-lineal 
alternada de las filas de d, luego 
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det 


b C 
O d 


det b • /(l r , d) 


pues 


= det b • det d - /(l r , I n _ r ) 
= detbdetd. 


/(I r ,I n _ r ) = det 


o L 


= i, 


ya que el determinant* de una matriz triangular es el producto de los 
elementos de su diagonal. □ 

El Teorema 19.8 implica, inmediatamente, una versidn suya 
mås general donde se tiene una matriz triangular por bloques, por 
ejemplo, del tipo 


a 


bed 
e f 
8 . 


Aqui, b, e, g son matrices cuadradas (de drdenes posiblemente dife- 
rentes) y b, c, d tienen el mismo numero de filas, asf como e, f. Ade- 
mås, d, f, g, tienen el mismo numero de columnas, asf como c, e. Los 
lugares en blanco son ocupados por ceros. 

En estas condiciones, det a = det b det e ■ det g . 

Dada a = J^a y j e M(n x n), indicaremos con la notacidn M fJ a la 
matriz de orden (n - 1) x (n - 1) obtenida mediante la omisidn de la i - 
ésima fila y de la>ésima columna de la matriz a. El ij-ésimo menor de 
a es, por definicidn, el determinant* det M y el cual se Hama también 
el menor relativo al elemento . 

Es inmediato, del Teorema 19.8, que si a = [e lf i> 2 .u n ] es una 

matriz cuya primera columna es (i, o.o) entonces det a = det M u . 

Se sigue que si a = [c f , u 2 .u n ] entonces 
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deta = (-1) M det M (1 = (-1) ,+1 detM a 

pues este caso se reduce al anterior mediante r -1 transposiciones de 
filas. Por lo tanto, dada a = [ a ij ] = [ u i > ■ ■ ■ < u n]» con 

u l “ 

i 

se tiene 

det a = det [e,, v 2 ,..., o„], 

i 

luego 

deta = a (1 det M,j. 

i 

La férmula anterior, Uamada desarrollo del det a segun la pri¬ 
mera columna , reduce el cålculo del determinante de su matriz n x n 
al de n determinantes de matrices (n -1) x (n -1). 

Mås generalmente, podemos fijar un entero arbitrario ;, con 
1 £ j < n , y efectuar el desarrollo del determinante de a segun la j- 
ésima columna. Para eso, observamos que si 

a = [«!. v h l ,e i ,u )+1 ,...,u n ] 

es una matriz cuya ;-ésima columna es e ( entonces det a = (-1) 1 + ^ • 
det M. •, pues puede ser transformada en una matriz cuya primera 

columna es ej mediante i - 1 transposiciones de fila y ; - 1 transposi¬ 
ciones de columna, lo que causa i + j- 2 cambios de signo en su de¬ 
terminant«, y esto es lo mismo que multiplicarlo por (-l) f+; . 

Asi, dada a = [oj,...,u n ], con 

v j = E a n e i> 

i 
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tenemos 

det a - £a„ det [ 0l .o H , e, , v j+l , ... , o n ], 

f J 

lo que implica 

deta - £(-l) ,+j a..detM 0 .. 

i = l 

Este es el desarrollo del determinante de a segun la j-ésima columna. 

Como el determinante de a es igual al de su transpuesta a T , se 
cumple una formula anåloga, que es el desarrollo segun la i-ésima fi¬ 
la'. 


det a = £(-l)' +J Qjj det M iy . (*) 

i =l 

Estas férmulas son utiles en los cålculos, principalmente cuan- 
do se escoge una fila o una columna con diversos elementos iguales a 
cero. Ellas también pueden ser usadas como punto de partida para 
una definition inductiva del determinante de una matriz. 

Resulta de la formula (*) que, para cualesquiera ij = 1.n, 

tenemos 

det M /fc = (det a) • S tJ , <**) 

es decir, esta suma es igual a det a cuando t = j e igual a cero si i & j . 
En efecto, el caso i = ) es simplemente la formula (*) y, para i * ), la 
suma anterior es el desarrollo, segun la ;-ésima fila, del determinante 
de una matriz a en la cual las filas i, j son iguales, por lo tanto su de¬ 
terminante es cero. 

El primer miembro de la igualdad (**) recuerda un producto de 
matrices. De hecho, podemos definir una matriz, adja, llamada ad- 

junta cldsica de a poniendo (adja).. = (-l) i+; . det M^, para cuales¬ 
quiera i,j = l,...,n. Entonces el primer miembro de la igualdad (**) es 
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el ij-ésimo elemento del producto a • adj a, mientras el segundo miem- 
bro es el ij-ésimo elemento de la matriz (det a) • I n . Por lo tanto, la 
igualdad (**) significa que 

a - adj a = (det a) ■ I„. 


Se sigue que si la matriz a es inversible (esto es, si det a * 0) 
entonces su inversa se expresa como 

a -1 = ~—adja . 
det a 


Esta fårmula para a 1 también puede obtenerse aplicando la 
Regia de Cramer. En efecto, el problema de obtener una matriz 
a" 1 = [luj ,, u; n ] tal que aa -1 = I n puede ser considerado como n 
sistemas de ecuaciones lineales a • Wj = ej (j = 1,..., n). Por la Regia 
de Cramer, la solucién Wj = , x nj -j de cada uno de esos sistemas 

es dada por 


x a = 


det a 


= (-l) i+) detM„, 


pues a[i;e / ] = [o 1 ,... l u i _ 1 ,e ; ,o, +1 .o n ] sia = [o 1 ,...,o n ]. 

Una submatriz de la matriz a e M(m x n) es una matriz obteni- 
da a partir de a por la omisidn de aigunas de sus filas y/o columnas. 

Mås precisamente, dos subconjuntos 

i? = {ix < ••• <i r } c {1,2.mj 


y 

S = { jj < ••• < j s } c: {1,2.n} 
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determinan la submatriz a RS - [ a i a ^ J eM(rxs) de la matriz a, ob- 

tenida por la omisién de las filas de a cuyos fndices no pertenecen a R 
y de las columnas cuyos indices no estan en S. 

Teorema 19.9. El rango de una matriz a e M (m * n) es el mayor nu - 
mero r tal que a tiene una submatriz a ns e M(r x r), con det a RS ^0. 

Demostracidxu Sea r el rango de a = [oj.u n ], Existe S = { < ... 

< K } c {^» 2,..., n} tal que j ,..., J es L.I., por lo tanto la ma- 
triz Vj' j e M(m x r) tiene rango r. Como el rango segun filas 

es igual al rango segun columnas (Teorema 8.2), existe un subconjun- 
to R = {ij < ... < i r } c {1,2.m} tal que las filas de | .j 

cuyos indices pertenecen a R son L.I. Esto significa que la matriz 
cuadrada a RS e M(rxr) es inversible, luego deta RS *■ 0. Pero es 
claro que el rango de una submatriz de a es menor o igual al rango de 
a. Por lo tanto, ninguna submatriz k x k de a, con k > r, puede tener 
determinante * 0. □ 

En la Seccién 17 (vea Observacién al final de 17.G) fue probado 
que una matriz simétrica es positiva si, y solamente si, sus pivotes 
son todos positivos. Usaremos ahora determinantes para probar otro 
criterio de positividad de una matriz, lo que es tradicional y elegante 
aunque en dimensiones mås altas es mucho menos pråctico que la 
prueba de los pivotes. 

Para cualquier k = 1,..., n el menor principal de orden le de la 
matriz a = [a i; e M(n x n); es el determinante de la submatriz prin¬ 
cipal a*. = [a y ], 1 < i.; zk. 

Teorema 19.10. Para que una matriz simétrica a = [a (j ] e M(nxn) 

sea positiva es necesario y suficiente que sus menores principales sean 
todos positivos. 
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Demostracion; En el inicio de 17.G. se vio que si a es positiva en- 
tonces sus submatrices principales a k son positivas, luego det a k > 0 
para k = 1,..., n. Suponga, reriprocamente, que todos los menores prin¬ 
cipales sean positivos. Tomando la descomposicion a = 1 u (vea el 
item 5® en 17.F), resulta que a^ = u^, para k = 1, ..., n, donde y 

u k indican las submatrices principales k x k de 1 y u respectivamente. 
Se sigue del Ejemplo 19.5 que det l fc = 1, pues todos los elementos de 
la diagonal de son iguales a 1. Luego det a* = det (1^ ) = det Ujj = 

u ll u 22 u kk (producto de los elementos de la diagonal de u^). Por lo 
tanto Ujj = detaj >0 y u^^deta^/deta^.j >0 para k = 2,...,n. 
Asi, todos los pivotes u kk de la descomposicion a = lu son positivos, 
luego la matriz simétrica a es positiva. □ 

Apéndice 

Una permutation de los enteros 1,2,.... n es una biyeccidn a:J n -» J n , 

donde J n ={1,2 . n}. Un ejemplo particular de permutacidn, si 

n>l, es dado por las transposiciones. Una transposition t :J n ~> J n 
es definida fijando dos elementos i* j en J n , poniendo t(i) = j, r(j) = i 
y r(k) = k si k e {i, 

Si a, a' J n -* J n son permutaciones entonces la funcion com- 
puesta cto c': J n -> J n también es una permutacion, llamada producto 
de las permutaciones cj y o' y denotada con oa 1 . La inversa o 
J n -> J n de una permutacion es también una permutacion, caracteri- 
zada por el hecho de que ctct" 1 = ct' 1 a = = permutacidn identidad 

J„ J n . Si t es una transposicion entonces r r = i n , es decir, t = x _1 . 

A veces se representa una permutacidn a : J n -> J n por la se- 

cuencia (a(l).a(n)) de los valores que ella asume en los numeros 

1.2.n. 
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El conjunto de las permutaciones de los n numeros 1,2.n 

tiene n! = 1 • 2 n elementos. 

Toda permutacidn cv: J n —» J n se escribe (de varias maneras di- 
ferentes) como producto de transposiciones a = ij ■ r 2 ••• 

Dada la permutacidn a, el numero k de transposiciones tales 
que a = • t 2 ••• x k puede variar, pero no su paridad. En otras pala- 

bras, si ct puede denotarse como producto de un numero par de trans¬ 
posiciones entonces no podrå denotarse como producto de un numero 
impar de transposiciones. O también, si er = ■ t 2 x^ donde las 

son transposiciones entonces (-l)*' es un numero que depende tan 
solo de o. Este numero, igual a ±1, es representado por la notacidn 

E o- 

Cuando e n = +1, se dice que a es una permutation par. Si e 0 = -1, 
se dice que o es una permutation impar. Se tiene e CTO , = e a e 0 ,, es 
decir, el producto de permutaciones pares es par, el producto de una 
permutacion par por una permutacion impar es impar y el producto 
de dos permutaciones impares es par. Es claro también que v = e 

O o 1 

Ejercicios 

19.1. Sean E lt E r espacios vectoriales de dimensiones n Jt ... , n r 
respectivamente. Defina funcion r-lineal /: E, x ... x E r -> Ry pruebe 

que el conjunto X (Ej.E r ; R) de esas funciones es un espacio vec- 

torial de dimensidn n 5 • n 2 . n r . 

19.2. Sean E un espacio vectorial de dimensidn n y U = { Uj.u n } 

c E una base. Para cada secuencia creciente J = { j l < j 2 < < j r } 

de r enteros de 1 hasta n, se selecciona un numero aj. Pruebe que 
existe una (unica) forma r-lineal alternada /: E x • • x £ -> R tal que 
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, Uj j = Qj para toda secuencia J = {jj < ••• < } r }. Infiera que 
el espacio vectorial A r {E) tiene dimensidn igual a 

19.3. Dadas las funcionales lineales :£—>R, definimos la 

forma r-lineal alternada / = /j a ... a / r : E x ••• x£->R poniendo 
/(u l( .,.,t> r ) = det(/j(uj)) (“Producto exterior” de las funcionales li¬ 
neales /j,..., f r .) Pruebe que /j a ... a j r * 0 si, y sélo si, /j, ..., f r son 
L.I. Pruebe también que si {/j,...,/ n } g E* es una base entonces 
las formas fj = a... a/j para todo J — {/ x < < ) r } c {1, 2,..., n }, 

constituyen una base para >l r (E). 

19.4. Se llama gramiano de los vectores Uj, v 2 , ... , v k e R n al numero 

r(wi....,Ufc) = det ({ u i- u ;)) > 

determinante de la matriz de Gram g(oj,, u fe ). Pruebe: 

(a) y(D 1) ...,Uj) > 0 si, y solamente si, los vectores ... , v k son li¬ 
nealmente independientes. 

(b) Si Dj es perpendicular a i? 2 > ••• * v k entonces y (øj. = I °l I ' 

r («2. ••■♦«'*)• 

19.5. Con la notacion del ejercicio anterior, sean u>j la proyeccion 

ortogonal del vector Oj sobre el subespacio generado por v 2 , ... , v r y 
^ - Wi, luego bj es perpendicular a los con 2 < )<r. Pruebe 

que y (i>!,..., v r ) - l^] 2 y (u 2 . u r)- 

19.6. El paralelepipedo generado por los vectores linealmente inde¬ 
pendientes u lf ... , v r e R" es el conjunto P[wj,... . u r ] de las combinacio- 

nes lineales Uj + ••• + t r v T , donde 0 < t ( < 1. El volumen (r-dimensio- 
nal) del paralelepipedo es definido por induccion. Si r = 1, el se reduce 
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al segmento de recta [ 0 , uj, cuyo “volumen” unidimensional es, por 
definicién, |i>j |. Suponiendo definido el volumen de un paralelepipedo 
de dimensién r - 1 , se define 

vol P[o! ,, o r ] = i fij | • vol P[v 2 . 0 r ], 

donde ] | es la altura del paralelepipedo, esto es, fy = uj - y u>j es 

la proyeccién ortogonal de Uj sobre el subespacio generado por u 2 ,..., 
u r . Pruebe que 

volP [ u l. °r] = ylv{»i .” r ) = fiet ((v,,vj)) . 

19.7. Sea a la matriz cuadrada inversible cuyas columnas son los 

vectores v v ... , u n e R n . Pruebe que y(i>i. u n ) = (det a ) 2 e infiera 

que el paralelepipedo generado por los vectores u x . v n tiene volu¬ 

men igual a | det a j. 

19.8. Sea A:R n ->iR" un operador lineal inversible. Para todo pa¬ 
ralelepipedo n-dimensional X c R n , pruebe que la imagen A (X) es 
un paralelepipedo tal que voi A(X) = | det A | vol X. 

19.9. Calcule el determinante de la matriz 

0 0 0 dj 4 

0 0 a 23 a 2 4 

0 °32 a 33 a 34 

, a 41 a 42 a 43 a 44. 

y generalice el resultado para una matriz j a f j J e M (n * n) en la cual 
Qjj = 0 cuando i + j < n . 
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19.10. Si la matriz triangular b resulta de a por el proceso gaussiano 
de eliminacion, pruebe que det b = (~l) f det a, donde t es el ntimero 
de transposiciones de filas hechas durante el escalonamiento. (Esca- 
lonamiento es el modo mås eficaz para calcular el determinante de 
una matriz n x n cuando n > 4.) 

19.11. Escalonando la matriz de Vandermonde 



muestre que su determinante es igual a 

n( x <- x ;)> 

>>1 

luego v es inversible si, y sdlo si, los numeros x lt x 2 , ... , * n son dis- 
tintos dos a dos. Como aplicacion, pruebe que, dados n +1 pares de 
numeros (x 0 , y 0 ),... , (x„ , y n ), donde x 0 < Xj < ••• < x n , existe un uni- 
co polinomio p de grado < n tal que p(x 0 ) = y 0 .p(x n ) = y n . 

19.12. Use eliminacidn gaussiana (escalonamiento) para calcular los 
determinantes de las siguientes matrices: 
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'1 

-2 

1 

- 1 ' 


'2 

1 

3 

2' 

1 

5 

~7 

2 


3 

0 

1 

-2 

3 

1 

-5 

3 

y 

1 

-1 

4 

3 

2 

3 

-6 

0 


2 

2 

-1 

1 


19.13. Proponga y resuelva un sistema lineal con el uso de la regia 
de Cramer y calcule, por lo menos, la inversa de una matriz usando la 
adjunta clåsica. 

19.14. Calcule los determinantes de las matrices 


1 + a 

b 

c 



a 

1 + b 

c 

y 

0 





l n 0 

a 

b 

1 + c 




donde los ceros representan matrices de dimensiones adecuadas. 


19.15. Analice el siguiente argumento segun el cual toda matriz an- 
tisimétrica tiene determinante igual a cero: “Se tiene a T = - a , luego 
det a = det a T = det (~a) = - det a, luego det a = 0 Confronte con 


det 


ro 


i 



19.16. Defina el producto vectorial de n vectores u lf ... , u n e IR n+1 
como el vector u = x x u n tal que, para todo w e R n+1 , se tiene 
( w ’ v ) = det K. y n>«’] = determinante de la matriz cuyas colum¬ 

nas son los vectores v lt ..., v n> w en este orden. Pruebe: 
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(a) El véctor v = Oj x ••• x v n e R n + 1 estå bien definido y es una fun- 
cién n-lineal alternada de los vectores o lt ..., u„. 

(b) Sea a = [uj,., u n ] la matriz (n + l)xn cuyas columnas son Uj,..., 
v n . Para cada i = l,.,.,n + l, sea a ; 6 M(nxn) la matriz obtenida 
de a por la omision de la i-ésima fila. Pruebe que la i-ésima coor- 
denada del vector u = Uj x ••• * v n es igual a (-l) n+ ‘ det a ( . 

(c) El producto vectorial u = Oj * ••• x u n es ortogonal a»j,...,u n . 

(d) Se tiene u = uj x ••• x o n = 0 si, y solamente si, u t , ..., v n son L.D. 

(e) Cuando v * 0, la norma j v \ = | Uj x • • ■ x u n j es igual al volumen 
del paralelepi'pedo n-dimensional P[l>j ,, o n ] c R n+1 . [Sugeren- 
cia: calcule vol Pju, Uj ,..., o n ] teniendo en cuenta (c).] 

(f) Cuando los vectores Uj, ... , o n son L.I., se tiene det [uj,, u n , Oj x 
•••xo„] > 0. 

n +1 

(g) El producto vectorial v = Uj x • ■ • x u n es el unico vector de R 
con las propiedades (c), (d), (e), (f) anteriores. 

19.17. Para cada i = l.n + 1, sea a ( e M(n x n) la matriz obtenida 

omitiendo la i-ésima fila de a e M ((n +1) x n). Pruebe que 

n+l 

det (a T a] = £(det a f ) . (Identidad de Lagrange.) 

i = l 

[Sugerencia: use (e) anterior y el Ejercicio 19.6.) 

19.18. Pruebe que todo operador ortogonal con determinante positivo 

tiene una raiz cuadrada ortogonal. ^Es tinica? 
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Buena parte de la importancia de los determinantes en Algebra Lineal 
se debe al polinomio caracteristico, el cual ya tuvimos ocasion de utili- 
zar en dimensién 2. -En esta secciån, ya en posesion de la nocion gene¬ 
ral de determinante, vamos a considerar ese polinomio en dimensio¬ 
nes arbitrarias. 

Sea A: E —> E un operador lineal en un espacio vectorial £, de 
dimensién finita. Para que un mimero real X sea autovalor de A, es 
necesario y suficiente que exista v * 0 en £ tal que (A - X I)u = 0, es 
decir, que el operador A-XLE-+E tenga nucleo no trivial y por 
tanto no sea inversible. Segun el Teorema 19.6, esto sucede si, y sélo 
si, det (A - X I) = 0 . 

Conforme a la definicién clåsica de determinante, det (A - XI) es 
un polinomio de grado n en X , cuyo término de mayor grado es 
(-1) X n . Se le llama polinomio caracteristico del operador A y es re~ 
presentado por p A (X). Asi, 

p A (X) = det (A-Xl). 

Las raices (reales o complejas) de la ecuacion algebraica p A {X) = 0 
son llamadas las raices caracteristicas del operador A. De lo dicho an- 
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teriormente, se sigue que los autovalores del operador lineal A son 
sus rafces caracterfsticas reales. 

Si £ tiene producto interno, el polinomio caracterfstico del ope¬ 
rador adjunto A* : £ -* £ coincide con el del operador A pues 

P A , (X) = det(A* — A./) = det{A -- X/)* = det(A-XZ) = p A (X). 

El polinomio caracterfstico de una matriz cuadrada a e M (n x n) 
es, por definicidn, p a (X) = det (a - X.I„), es decir, es el polinomio ca- 
racteristico p A (X) del operador A: R" -> R n cuya matriz en la base ca- 
nénica es a. Mås generalmente, p a (X) = p A (X) para cualquier operador 
lineal A: £ -*■ E cuya matriz, respecto a una base arbitraria de £, sea 
a. (Vea el Teorema 19.7.) 

Si dos matrices ay b = p' ! ap son semejantes entonces sus po- 
Iinomios caracteristicos son iguales. En efecto, en este caso, a y b son 
matrices del mismo operador A: R n R n respecto a bases diferentes, 
luego p a (X) = p A (X) = p b (X). Anålogamente, si A y B = P _1 A P son 
operadores semejantes en el espacio vectorial £, existen dos bases de 
£ respecto de las cuales A y B tienen la misma matriz a; por consi- 
guiente p A (X) = p a (X) = p B (X). 

Ejemplo 20,1. Si uno de los operadores A, B: £ -> £ (digamos, B) es 
inversible entonces p a q (X) = p BA (X). En efecto, en este caso, B A = 
B(AB)B~ l , luego, B A y AB son operadores semejantes. La igualdad 
entre los polinomios caracteristicos de AB y BA prevalece, aun si 
ambos operadores A y B, no son inversibles. Esto se prueba usando 
un argumento de continuidad, asi: como el operador B tiene a lo sumo 
un numero finito de autovalores positivos, existe un mimero real 
c > 0 tal que 0<e<c=> B-e/ inversible. Por tanto, para todo e po¬ 
sitivo, menor que c, los operadores (B-cI)A y A{B-e/) tienen el 
mismo polinomio caracteristico. Como los coeficientes del polinomio 
caracteristico del operador B - e / son, evidentemente, funciones con- 
tinuas de t:, haciendo e —» 0 resulta que 
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P AB = Jimp A(e . c/) = Jim p ( B_ Lf)A = Pba • 

Ejemplo 20.2. Se dice que un operador A : £ -» E es triangularizable 
cuando existe una base U de E respecto a la cual la matriz de A es 
triangular. Si la matriz de A en la base U ~ { uj,..., u n } es triangular 

inferior, entonces, en la base U' - { u n .iq }, la matriz de A es 

triangular superior. Esto signiflca que existen subespacios F 0 c F ] c 
- £■ > invariantes por A, tales que dim F| — i. Si A es triangula¬ 
rizable y, en la base U, su matriz a = £ ctyj es triangular superior, en¬ 
tonces el polinomio caracterfstico de A es 

n 

pa w = nK-M- 

,=i 

En efecto, la matriz de A-XI en la base U también es triangular su-' 
perior, con los elementos a u - X en la diagonal, luego su determinante 
es igual al producto de esos numeros (Ejemplo 19.5.) Por tanto, las 
rafces caracteristicas de un operador triangularizable son todas rea¬ 
les, luego son autovalores de ese operador. En particular, son reales 
las rafces del polinomio caracterfstico de una matriz simétrica (o, lo 
que es lo mismo, de un operador autoadjunto en un espacio con pro¬ 
ducto interno) pues toda matriz simétrica es semejante a una matriz 
diagonal que es, ciertamente, triangular. 

La nocion de polinomio caracterfstico permite inferir que, si la 
dimensidn de E es un numero impar, entonces todo operador lineal 
A: E-> E tiene, por lo menos, un autovalor. En efecto, el polinomio 
caracterfstico p A (X), siendo un polinomio real de grado impar, tiene 
por lo menos una rafz real. 

Cuando dim E = 2, sabemos que el polinomio caracterfstico del 
operador A:R 2 ->R 2 , cuya matriz en la base canonica tiene filas 
(a.b) y (c, d), es igual a 
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X 2 -(a + d)X + ad-bc, 

donde el coeficiente de X es el opuesto de la suma a + d de los elemen¬ 
tos de la diagonal de esa matriz y el término constante, ad - bc, es su 
determinante. 

No obstante la importancia de los autovalores de A, la determi- 
nacion de los coeficientes de p A es una tarea complicada cuando su 
grado es elevado (mås complicado aun es el cålculo de sus raices). Sin 
embargo, uno de esos coeficientes es fåcil de calcular: el término inde- 
pendiente de X es igual a p A (0), luego es igual a det A. 

Por otro lado, si las raices de p A son ,..., X n ,se tiene 

paW = 

Poniendo X = 0 se tiene que det A = p A {0) = Xj. X n . Por tanto, el 

determinante de A es igual al producto de sus raices caracteristicas, 
aun cuando aigunas de ellas son numeros complejos. (Como p A es un 
polinomio real, sus raices complejas, en caso existan, se presentan en 
pares conjugados, a + i (i y a - iØ, con producto a 2 + P 2 , luego el pro¬ 
ducto de las raices de p A es real.) 

Otro término facil de calcular en el polinomio p A (X) es el coefi¬ 
ciente de X n_1 . En la expresién clåsica de det (A - XI) en términos de 
la matriz a =[aj;] de A en una cierta base, los sumandos que contie- 
nen la potencia X n ~ l resultan del producto [~] (a h - - X) de los términos 
de la diagonal de a - H n , luego son todos de la forma (-1)" 1 a u X n ~ i . 
Por lo tanto (-1)" 1 X a » es coe fi c i en l- e de X." 1 en el polinomio 
PaM- 

Nuevamente, la expresion 

paW - (-»)” ntx - x ( ) 

i-, i 
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muestra que el coeficiente de X n 1 es igual a (-1)" 1 veces la suma de 
las ralces del polinomio p A . 

Esto nos lleva a concluir que, para cualquier base escogida en 
E, la suma y'an de los elementos de la diagonal de la matriz de A en 
esa base es la misma e igual a la suma de las ralces caracteristicas 

de A, que es siempre un numero real (aunque existan ralces com- 
plejas) pues (a + ip) + (a-ip) = 2a. 

Esta suma se llama la traza del operador A y se le denota 
con tr A. 

Se sigue del Ejemplo 20.1 que tr A B ~ tr BA, cualesquiera que 
sean los operadores lineales A.B-.E ->£.(Esto también se ve direc- 
tamente, multiplicando las matrices de A y B.) 

Con esta notacion, cuando dim E = 2 el polinomio caracterlstico 
de un operador A: E -► E se escribe p A (X) = X 2 - (tr A)A. + det A. 

Vimos en el Ejemplo 20.2 que las ralces caracteristicas de un 
operador triangularizable son todas numeros reales. Probaremos ahora 
que se Cumple la reclproca. 

Para eso, haremos uso del siguiente 

Lema. Sea F c £ un subespacio invariante por el operador A: E -> £. 

A : E —> F representa la restriccion de A al subespacio F, entonces 
el polinomio p A , es un divisor de p A . 

Demostracion: Sean a' la matriz de A' en una base U' c F y a la 
matriz de A en una base U ^ U' . Entonces 

'a -H r b 

. ° C-Mn-rJ 

donde r = dim Fyn- dim E. Por el Teorema 19.8, ténemos 
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Pa(*) = det (a - M n ) 

= det (a' - X I r ) • det (c - X I n-r ) 

= pa'(M‘<*(4 

donde 

q(X) = det(c-U n _ r ). 

Por lo tanto p^(^) es un multiplo de p A .(X). □ 

Teorema 20.1. Si las raices del polinomio caracteristico p A son todas 
reales, entonces el operador A: E -> E es triangularizable. 

Demostracidn: Sea dim £ = n. Usaremos induccion sobre n. El enun- 
ciado es obvio para n = 1. Supongåmoslo vélido para n - 1. Introduz- 
camos (en caso que aun no exista) un producto interno en E. Como A 
y A * tienen el mismo polinomio caracteristico, el operador A* :E 
E tiene autovalor luego existe un subespacio fcE, de dimensién 1, 
invariante por A *. El complemento ortogonal F 1 = F n _j es un subes¬ 
pacio vectorial de dimension n — 1 en E, invariante por A, pues A = 
(A*|*. (Vea Teorema 13.3.) Por el Lema, si A'-. F n -> F n _j es la res- 
triccién de A al subespacio F n _j, las raices del polinomio caracteristi¬ 
co p A , son también raices de p A , luego todas son reales. Por la hipé- 
tesis inductiva, existen subespacios F 0 c Fj c ... cF n _i, con dim F ( 
= i, invariantes por A', luego invariantes por A, lo que demuestra el 
teorema. □ 

Ejemplo 20.3. Un operador en un espacio vectorial de dimensién 2 
es triangularizable si, y solo si, posee al menos un autovalor real. Por 
ejemplo, una rotacion de ångulo 9 , con 0*0° y 0 * 180°, no es trian¬ 
gularizable pues sus raices caracteristicas son cos 9 ± isen 0, ambas 
complejas. (Vea el Ejemplo 14.2.) El operador A:R 2 -»R 2 , A(x,y) = 
(7x-12y . 3x-5y), tiene polinomio caracteristico p A (X)= X 2 - 21 + 1 
con una raiz real doble X = 1, luego A es triangularizable. Evidente- 
mente, A no es diagonalizable pues si lo fuese, como su unico auto- 
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valor es 1, seria igual al operador identidad. Si queremos hallar una 
base {u,i;}cR^ en la cual la matriz de A sea triangular superior, 
basta encontrar un autovector u - (x, y), con Au = u, es decir, basta 
hallar una solucidn no trivial u = (x,y) del sistema 7x-12y = x, 
3x-5y= y. Una de esas soluciones es u = (2,1). Tomando, por ejem- 

"l —6" 

plo, v = (0.1), la matriz de A en la base {u,u) es .En efecto 

[o 

Au = u y Au= -6 u + u. 


Ejemplo 20.4. Sea A: IR 3 —> R 3 la rotacidn de dngulo 8 en torno del 
eje z. Tenemos, para todo (x, y, z) e R 3 . 

A(x,y,z) = (xcos Ø-ysen 0 , xsen Ø+ycos 8 , z). 

Para evitar casos particulares obvios, supongamos 0°< 0 < 180°. Lla- 
mando a a la matriz de A en la base canonica de R 3 , la matriz de 
A - X I es 


a - A.I 3 


cos 8- X -senø 0 

sen 0 cos 8 — X 0 
0 0 1-Ji 


luego det (/* - U) = (1 - X)(^ 2 - 2XcosØ + l) = p A (x). 

Por consiguiente el polinomio earacteristico p A tiene una raiz real 1 y 
dos rafces complejas cos 0 ± isen 0. Luego, no existe en R 3 una base 
en la cual la matriz de A sea triangular. 

Examinando la demostracidn del Teorema 20.1 vemos que, si el 
espacio £ estå provisto de un producto interno, ella proporciona una 
base ortonormal en relation a la cual la matriz del operador A :E E 
<cuyo polinomio earacteristico tiene solo raices reales) es una matriz 
triangular. Esto permite la siguiente interpretacidn matricial para 
aquel teorema: si el polinomio earacteristico de la matriz a e M (n x n) 
es un producto de factores reales de primer grado entonces existe una 
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matriz ortogonal qeM(nxn) tal que t = q T aq (= q 1 aqj es una 
matriz triangular. 

Dados un operador lineal A: E -> E y un polinomio 
p(X.) = Oq + + Q m X m , 

el simbolo p(A) representarå al operador 

p(A) = Qq/ + OjA + + o m A m , 

obtenido de p(X) sustituyendo X 1 por A 1 , teniendo presente que 
A° = /, luego X° = 1 debe ser sustituido por /. 

Un resultado importante en Algebra Lineal es el Teorema de 
Cayley-Hamilton, segun el cual si p = p A es polinomio caracteristi- 
co del operador A entonces p(A) = 0 .Verifiquemos esta afirmacién en 
un caso particular. 

Ejemplo 20.5. Sea A:IR 2 -► IR 2 dado por 

A(x, y) = (ax + by,cx + dy). 

El polinomio caracterfstico de A es 

p A (X) = X 2 ~(a + d)X + ( ad-bc ). 

Vamos a mostrar que el operador 

B = p A (A) = A 2 - (a + d) A + (ad - bc)I 

es igual a cero. Para esto, basta verificar que Be x = Be 2 = 0. Ahora, 
tenemos Ae { =(a,c), A 2 e t = [a 2 +bc,ac + cd), e y = (LO), luego 

Be 1 = A 2 ej - (a + ^Aej + (ad-bc)e 1 

= (a 2 +bc,ac + cd) - (a 2 + ad.ac+ cd) + (od-bc,0) 

= ( 0 , 0 ). 



324 


Hl Polinomio Caracterfstico 


Seccldn 20 


Anålogamente se ve que B e 2 = 0. Por tanto B = 0. Esto prueba que el 
Teorema de Cayley-Hamilton se cumple en dimensién 2. 

Probaremos, en seguida, el Teorema de Cayley-Hamilton para 
operadores triangularizables. En la proxima seccion demostraremos 
que, en un espacio vectorial complejo, todo operador es triangulariza- 
ble. De ello deduciremos la validez del teorema para cualquier opera¬ 
dor en un espacio real. 

Teorema 20.2. Si el polinomio caracteristico p A del operador A:E -> 
E es el producto de factores reales de primer grado entonces p A (A) - 0. 

Demostracién; Por el Teorema 20.1 existe una base { Ul .u n }c£ 

respecto a la cual la matriz a = [a (/ ] de 4 es triangular superior. Si 
escribimos F 0 = {0} y F ( = subespacio vectorial de E generado por u : , 
... , tij tendremos F 0 cz F l c: ... c F n = E y cada Fj es invariante por A, 
o sea, A(F f )cF j . Por hipotesis, tenemos p A (X) = (-l)"(Ji - \j) 
••• (X - A. n ). Escribiendo B = p A (A), resulta: 

B = (-1) (A ~a n /)(A -a 22 /) (A -a nn /) 

pues las rai'ces caracteristicas de A son los elementos a u de la diago¬ 
nal de la matriz a. Para cada i = 1,..., n, tenemos Au f =z + a M u, t don- 
de z e F ( _!, por lo tanto {A - a lt /) u f = z e fj.j. Esto muestra que, pa¬ 
ra cada i = 1.;n, el operador ~A- a if I transforma F ( en F M . 

Ahora, tenemos p A (A) = B = B 1 B 2 ■■■ B n , luego 



B = Pa (A) 


{ 0 } 


P a (A) transforma E en { 0 }, esto es, p A (A) = 0. □ 



Séccién 20 


El Polinomio Caracteristico 


325 


Sea A,q un autovalor del operador A: E -> £. La multiplicidad 
geométrica de A, 0 es la dimension del subespacio vectorial F Xq = 
{ue£;Au = A. 0 u}. La multiplicidad algebraica de X 0 es su multipli¬ 
cidad como rai'z del polinomio caracteristico de A, es decir, es el mayor 
entero m tal que p A (l) = (A. 0 - donde q(X) también es un 

polinomio. 

Obviamente, F Xq es un subespacio invariante por A. Restringido 

a dicho subespacio, A coincide con Xq I , o sea, es simplemente la mul- 
tiplicacién por å,q, En consecuencia, el polinomio caracteristico del 

operador A': F Xq -> F Xq , restriccién de A, es igual a (X. 0 - k) r , donde r 
es la dimensién de F Xo , es decir, a la multiplicidad geométrica del auto¬ 
valor A. 0 . Por el Lema que precede al Teorema 20.1, el polinomio ca¬ 
racteristico de A es un multiplo de (Å. 0 -X.) r , lo que significa que 
PaM = (*-o - ^) r£ ?(M- ® sto demuestra el 

Teorema 20.3. La mutiplicidad geométrica de un autovalor es menor 
o igual que su multiplicidad algebraica. 

Ej empi o 20.6. En el operador A del Ejemplo 20.3, la multiplicidad 
algebraica de autovalor 1 es igual a 2, pero su multiplicidad geomé¬ 
trica es 1. 

Teorema 20.4. Si el operador A: E -> £ es autoadjunto, u ortogonal, 
las multiplicidades geométrica y algebraica de cualquier autovalor 
coinciden. 

Demostracion: Sea F = F Xq = {ueE;Au = A. 0 u}. Entonces Fy F 1 

son ambos subespacios invariantes por A. Como vimos en el Lema 
que antecede al Teorema 20.1, si designamos respectivamente por 
A': F -> F y A":F X -> F 1 las restricciones de A a esos subespacios 

invariantes, tenemos p A = p A . ■ p A .., o sea, p A (X) = (X. 0 - X) r • p A .. (>.), 
donde r = dim F. Pero, por definicion de F, no puede existir en F 1 (ni 
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en lugar alguno fuera de F) un autovector correspondiente al autova- 
lor Xq. Luego X 0 no es rafz de p A „. Entonces, r es el mayor entero tal 

que (X. 0 - X) divide a p A , es decir, es la multiplicidad algebraica de 
*■<>.□ 

Ejercicios 

20.1. Asigne V(erdadero) o P(also): 

( ) Los operadores A y A* tienen los mismos autovectores. 

( ) Sean a la matriz del operador A: R n —> R n en la base candnica y p 
una matriz cuyas columnas son autovectores L.I de A. Entonces 
p 1 ap es diagonal. 

( ) Si X es autovalor del operador inversible A, entonces X. -1 es au- 
tovalor de A~ l . 

( ) El polinomio caracteristico del operador A + B es la suma de los 
polinomios caracteristicos de A y B. 

( ) Si v es un autovector comun a los operadores A y B, entonces u es 
autovector de A + B y de B A. 

( ) Dos matrices triangulares semej antes son iguales. 

20.2. Determine los polinomios caracteristicos de los siguientes ope¬ 
radores: 

(a) Un multiplo al de la identidad; 

(b) Una proyeccidn P; 

(c) Una involucidn; 

(d) El operador de derivacidn D: ZP n —> CP n , 

20.3. En un espacio vectorial E, de dimensidn finita, con producto 
interno, sea Av = (u, a)b un operador de rango 1. Escriba la matriz de 
A en una base ortonormal que comience con uj = a / j a j y, a partir de 
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ello, determine el polinomio caracteristico de A, sus autovectores y 
sus autovalores con las respectivas multiplicidades. 

20.4. ^Cuål es el coeficiente de X 2 en el polinomio caracteristico 
p a (X) de una matriz a = ja^j e M(3 x 3)? 

20.5. Sea Fj c E un subespacio invariante por el operador lineal 

A: £ -> E. Si £ = ® F 2 , sea P la proyeccidn sobre F 2 paralelamente 

a F x . Denote con A^: Fj —► Fj la restriccidn de A a Fj y con A 2 : F 2 -> 
F 2 el operador dado por A 2 u = P Av, u eF 2 . Demuestre que p A (X) = 
p Aj (X) • p Aj (X). Sea U una base de E, formada por una base de F 1 se- 

guida por otra de F 2 . Pruebe que la matriz de A en la base U tiene la 
forma 

a* b 

0 a 2 

donde aj y a 2 son las matrices de Aj y A 2 , respectivamente. Dé un 
enunciado mås simple, en términos de matrices, para la proposicidn 
cuya tesis es p A (X) = p A; (X) • p A ,,(X). 

20.6. Determine el polinomio caracteristico, encuentre los autovalo¬ 
res y exhiba una base de autovectores para la matriz 

4 -3 i r 

2-1 11 
0 0-4 3 

0 0 2 1 

20.7. Determine el polinomio caracteristico y ios autovalores de la 
matriz 
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a 5 a 6 
b 5 b 6 
c 5 c 6 
d 5 d 6 

1 3 

3 - 1 . 

2D.8. Sea el operador de derivacion, D: C® (R) ->• C® (R). iCuåies son 
sus autovectores? 

20.9. Asigne V(erdadero) o F(also): 

( ) Si un operador es diagonalizable, todas sus matrices triangula- 
res son diagonales. 

( ) Sea a una matriz triangular no diagonal. Si todos los elementos 
de la diagonal de a son iguales, entonces a no es diagonalizable. 

( ) Una matriz 3x3 que tiene dos autovalores distintos es trian- 
gularizable. 

20.10. Sean A, B:E —> E operadores cuyas raices caracteristicas son 
todas reales. Si AB ^ BA, demuestre que existe una base en la que 
las matrices de A y B son, ambas, triangulares. 

20.11. Encuentre una base de en la que el operador A(x, y, z) = 

(x + 2y + 3z,4y + 6z,-y-z) tiene una matriz triangular. Exhiba 
esa matriz. 

20.12. Determine el polinomio caracteristico de la matriz 


4 -3 a 3 a 4 

2 —1 b 3 b 4 

0 0-43 

0 0 2 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 
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'0 1 0 ... 0 

0 0 1-0 

0 0 0 ... 1 

_ a n-l a n-2 °n-3 — Q 0. 

20.13. Obtenga el poiinomio caracteristico y los autovalores (con las 

respectivas multiplicidades, algebraicas y geométricas) del operador 
A : jR n cuya matriz en la base canbnica tiene todos los elementos 

iguales a 1. [Sugerencia: use el Ejercicio 20.3.1 

20.14. Pruebe que el modulo del determinante de un operador inver- 
sible es igual al producto de sus valores singulares. 

20.15. Sean A, B: E £ operadores lineales no negativos y X la raiz 
cuadrada no negativa de A. Pruebe: 

(a) AB y XBX tienen el mismo poiinomio caracteristico, luego 
det(I + AB) = det(/ + XBX). 

(b) El operador XBX es no negativo y 

det(J + XBX) = 

i=i 

donde Xj,...,X n son los autovalores de XBX. 

(c) Infiera que det(/ + A B) > 1. En particular, 1 +AB es inversible. 
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Espacios Vectoriaies 
Compiejos 


Aunque la nocion de espacio vectorial tiene sentido (e interés) sobre un 
cuerpo cualquiera, en este libro los vectores vienen siendo multiplica- 
dos solamente por mimeros reales. Esta opcion fue elegida por una se¬ 
rie de razones, de las cuales destacaremos dos. En primer lugar al 
limitarnos a los numeros reales, no tenemos que preocuparnos con las 
peculiaridades de todos los cuerpos posibles lo que, en un libro intro- 
ductorio, conlleva el riesgo de distraer la atencion en lo accesorio. Asi, 
nos resulto mas facil concentrarnos en temas esenciales, sin mayor 
pérdida de tiempo. En segundo lugar, porque el caso real es, sin duda, 
el mas importante. Sin embargo, el cuerpo de los numeros reales no es 
algebraicamente cerrado: no todo polinomio con coeficientes reales tie¬ 
ne raiz real. El cuerpo de los numeros compiejos no tiene esa deficien - 
cia. Se hace necesario, entonces, que en algunos teoremas referentes a 
espacios vectoriaies reales, se utilicen numeros compiejos en su demos- 
tracién (como se hizo, un poco disimuladamente, en el Teorema 12.1). 
En la presente seccion, se introduce el concepto de espacio vectorial 
complejo y se muestra, explicitamente, como él puede ser util para de- 
mostrar teoremas sobre espacios vectoriaies reales. 


En esta secciån, los espacios vectoriaies que venimos estudian- 
do se llamarån espacios vectoriaies reales y las transformaciones li¬ 
neales definidas en ellos, transformaciones R -lineales. Anålogamente, 
las matrices hasta ahora consideradas se llamarån matrices reales. 
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La razén para esta calificacion es que introduciremos, a confcinuacion, 
los espaeios vectoriales complejos. 

Un espacio vectorial complejo es un conjunto E, cuyos elementos 
son llamados vectores, en el que estan definidas dos operaciones: la 
adicion que a cada par de vectores u, u e E le hace corresponder un 
vector u + u, llamado suma de u y u; y la multiplicacion por un nu- 
mero complejo , que a cada numero complejo ÉJ y a cada vector v e £, 
le hace corresponder un vector (, ■ u = C,v, llamado producto de C, por v. 
Estas operaciones deben eumplir las mismas condiciones impuestas 
en la Seccién 1 para los espaeios vectoriales reales. En particular, si 
v eE y^ = a + ip entonces ^i) = ao + ipo = ao + P(iy). 

Ejemplo 21.1. El conjunto C n de todas las secuencias u = .O- 

u = (C),.... C , n ) de n numeros complejos, con las definiciones u + v - 

tøl+Ci.4„+C„). C-u = (C-Si.G'Sn). es un espacio vectorial 

complejo. También el conjunto jF (X; C) de todas las funciones /: X -> C 
definidas en un conjunto arbitrario X, con valores complejos, es un 
espacio vectorial complejo cuando estå provisto de las definiciones 
obvias para f + g y C,- f ■ El conjunto M{mxn;C) de las matrices 
complejas m*n también es un espacio vectorial complejo. 

Las definiciones de dependencia lineal, generadores, subespa- 
cio, base, dimensién, etc. se hacen para los espaeios vectoriales com¬ 
plejos de la misma manera como fueron hechas para los reales. Todo 
lo dicho y demostrado en las Secciones 1 a 9, se cumple para los espa- 
cios vectoriales complejos y las transformaciones lineales entre ellos, 
a las que llamaremos C -lineales. 

A veces, una base del espacio vectorial complejo E serå llamada 
una C -base. 

Un espacio vectorial complejo E puede, de modo natural, ser con- 
siderado como un espacio vectorial real: basta que se considere la 
multiplicacion de los vectores de E solamente por numeros reales. 
Anålogamente, toda transformacion C-lineal A-.E -» F entre espaeios 
vectoriales complejos es, a fortiori, R-lineal. Cuando sea conveniente, 
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usaremos la notacién A r :E-> F para indicar esa transformation R- 
lineal que se llama descomplejificada de A. 

Ejemplo 21.2. El conjunto C de los numeros complejos es un espacio 
vectorial de dimension 1, luego todo numero complejo a + i p * 0 pro- 
vee una base para C. En particular, {1} es una C-base. Consideran- 
do C como espacio vectorial real, el conjunto {1, i} c C es L.I. pues 
a l + P • i = 0 con a, p e R implica a = p = 0. En realidad, {1. /} es una 
R-base pues todo numero complejo a + ip = a 1 + p i es una combina- 
cion lineal real de 1 e i. Por la unidimensionalidad, los operadores C- 
Iineales A-.C -> C consisten simplemente en la multiplicacion por un 
numero complejo dado a + ip. Asi, para todo u = x +iy e C, se tiene 
Au = (a + »p)u = (a+/p)(x + iy) = ax - Py + i(px + ay). 

La correspondencia x + iy (x, y) es un isomorfismo natural 
entre los espacios vectoriales reales C y R 2 . Por lo que acabamos de 
ver, este isomorfismo hace corresponder a cada operador C-lineal 
A: C -> C, un operador R-lineal A r : R 2 -> R 2 dado por 

Ar(x,y) = (ax-py,px + cty), 
cuya matriz en la base canénica es 


a -p 
P a 

Exceptuemos el caso trivial A = 0. Escribamos 

p = -y/a 2 + p 2 

y tomemos 0 e R tal que cos 0 = a/p, sen 0 = p/p. Entonces la matriz 
de A r tiene la forma 



cosø 

senØ 


-senø 

cosø 
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Esto prueba que el operador A r es una semejanza (compuesta de la 
rotacidn de ångulo 0 con la homotecia de razon p>0). Las semejan- 
zas son, por tanto, los operadores de IR 2 que corresponden a los ope- 
radores C-lineales no nulos A: C -» C. 

Guiados por el Ejemplo 2i.2, observamos que si U - {iq. u n } 

c E fuera una base del espacio vectorial complejo E entonces el con- 

junto U' = { uj.u n , iti!.iu n } c E es una IR-base, o sea, es L.I. 

sobre los reales y, ademås, todo vector v e E es una combinacidn li¬ 
neal de los Uj y de los tUj j = 1 .n con coeficientes reales. 

Enefecto, si 04 ,..., a n , Pj,..., p n eR entonces 

aj Uj + + a. n u n + Pjiui + + P n iu n = 0 

implica 

(<*i + i Pi) Uj + ••• + (a n + iPr,)u n = 0, 

luego 04 + i Pi = • = a n + ip n =0 pues U es L.I. sobre los complejos, 

de lo que resulta aj = =a n =Pj = ••• =P n =0. Por lo tanto U' es 
L.I. sobre los reales. Ademås, dado cualquier ueE, existen numeros 
complejos aj + ipj, ... , ct n + iP n tales que 

n n n 

u = £(a;+'P;)u; - + LM iu l)* 

j =1 ;=i M 

Asi, U' es una R-base para E. 

Por consiguiente, con una notacion de significado evidente, po¬ 
demos concluir que si dim c E - n, entonces dim R E - 2n. 

Sea [a ki + ib fcj ] e M(m x n;C) la matriz de la transformation C- 
lineal A :E-~> F relativamente a las bases U = { Uj,..., u n } c £ y 

V = {. v m } c F. Considerando E y F como espacios vectoriales 

reales, A puede verse como una transformacion R-lineal A r E -> F, la 
descomplejificada de A. Respecto a las bases 
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U' = {u 1 ,...,u n ,iu 1 ,...,fu n }c£ 

V' - c F 

veamos cual es la matriz de A r . Tenemos que, para j = 1 .n: 

~ , • rn m 

A r Uj = Au, = + ib kj )u k = J^a kj v k + Eb kj (iv k ), 

k=1 *=1 k=l 

Ar(tUj) = A(iu^) = i- Au, = b(c/)t»fc + £ajy(*yjr), 

*=1 k=l 

Por tanto la matriz buscada es 


c - 


a 

b 



e M (2mx 2n), 


con a = [a fcj ] e M(m x n) y b = e M(m x n). Esta matriz 2m x 2 n 

se Hama descomplejiftcada de la matriz [%■+ibJe M(mxn;C). 

Demostraremos posteriormente que, cuando m^nse tiene det c > 0 ; 
y que detc = 0 si, y sdlo si, det A = 0. 

Todo espacio vectorial real E de dimensidn par 2n puede (de in- 
finitas maneras) considerarse como espacio vectorial complejo tal que 
la nueva multiplicacion de un numero complejo por un vector coincida 
con la multiplicacidn anterior cuando ese numero complejo es real. Para 
ello, basta considerar un operador R-lineal J: £ -> £ tal que J 2 = - / y 
definir, para cada numero complejo C, = a + ip y cada vector ue£ el 

producto C, u~au + p Ju. (La adicion de vectores sigue siendo la mis- 
ma.) 

La verificacion de que esta definicion satisface las exigencias 
sobre las regias operacionales es inmediata. Solo falta mostrar como 
se halla tal operador J. Para eso, fijamos una base de £, la cual nu- 
meramos de la forma (uj.u n . uj.u n }. Existe un unico operador 





Socdén 21 


Espacios Vectorialaa Complejos 


335 


F-lineal J:E -> E tal que J uj - t>i, ... ,Ju n =u n , J v-i = - iq, ... , Jv„ 

= - u n . En esta concepcién de E como espacio vectorial complejo, el 
operador J es simplemente la multiplicacién por el numero i. 

La nocion de espacio vectorial complejo fue introducida a fin de 
que sirva como instrumento para obtener resultados referentes a es- 
pacios vectoriales reales. 

La principal ventaja de los espacios vectoriales complejos sobre 
los reales es la siguiente: todo operador lineal A: E —> E en un espa¬ 
cio vectorial complejo de dimensién finita tiene, por lo menos, un au- 
tovalor (complejo). Antes, sin embargo, de establecer y explorar este 
hecho, vamos a retomar una afirmacién anterior, segun la cual todo 
lo presentado hasta la Seccién 9 sobre espacios vectoriales reales vale 
igualmente para complejos. £Por qué no fue incluida la Seccién 10? 

Fue porque resulta necesario modificar el concepto de producto 
interno cuando se trata de un espacio vectorial complejo E. Si el pro¬ 
ducto interno fuera bilineal en tonces {iu, io ) = i 2 (u,u) = -{v,v),y 
no podria ser positivo. 

El inconveniente se supera mediante la nocion de producto in¬ 
terno hermitiano. Este es, por definicion, una funcion E x E -»■ C que 
a cada par ordenado de vectores u, o en el espacio vectorial complejo 
E le asigna un numero complejo, designado por la notacién (u, u), de 
tal modo que se cumplan las condiciones siguientes, para cualesquie- 
ra u, o, u' e E, £ e C, donde una barra sobre un mimero complejo C, = 
a + ip significa su conjugado C, = a - ip: 

1. (u,o) = (u,u); 

2. (u + u',o) = (u.u) + (u,u'); 

3. (C,u,v) = C,{u, o); 

4. ( u, u ) > 0, si u * 0. 

De las propiedades 1. y 2. se sigue que (u. v + o') = (u, o) + (u. u'). 
En efecto, 
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{u,v + v') = {u + u',u) = (u,u) +(«',u) = (w,u) + {u',u) = 

= (u,o) +(u,u'). 

Anélogamente se prueba que 1. y 3. implican (u,C,u) = ^(u, u). 
Asi, el producto intemo hermitiano es sesquilineal, es decir, lineal en 
la primera variable y antilineal en la segunda. Se sigue de 1. que 
(u, v) = (u, u) <=> (u, v) eIR. 

Ejemplo 21.3. En el espacio C n , el producto interno candnico es de- 
finido, para u = (^,...,) y u = .C n )>«>mo 

(u, V ) = . 

Las cuatro propiedades anteriores se prueban de inmediato, de modo 
que se trata de un producto intemo hermitiano. 

Ejemplo 21.4. Sea E - C°( [a, b ]; C) el espacio vectorial complejo for¬ 
mado por las funciones continuas /:[a,b]->C, definidas en el inter¬ 
valo [a,b] y tomando valores complejos. Un producto interno her¬ 
mitiano en E puede definirse poniendo 

(/.g) = £/(x)s(x)dx, 

para cualesquiera /, g e£. 

Ejemplo 21.5. En todo espacio vectorial complejo E, de dimensidn fi¬ 
nita, se puede introducir un producto intemo hermitiano. (En reali- 
dad, una infinidad de ellos.) Basta tomar una base {t/j,..., u n } c £ y, 
para dos vectores 

u = v = 

cualesquiera en £, definir 





Secc!6n21 


Espacios Vectoriales Complets 


337 


Esto muestra (como en el caso real) que la existencia de un producto 
interno hermitiano en un espacio vectorial complejo de dimensién fi¬ 
nita no es una propiedad adicional de ese espacio, sino solamente una 
eleccién entre infinitas posibilidades. 

A partir de la definicién de producto interno hermitiano hay po- 
cas adaptaciones que realizar a fin de que las restantes Secciones, de 
la 10 a la 20 , tengan sus resultados validados (y algunos fortalecidos, 
como veremos mås adelante). 

Una de las modificaciones por hacer, en razén de la sesquili- 
nealidad del producto interno hermitiano, se refiere al Teorema 11.1, 
que da lugar al siguiente enunciado: 

Teorema 21.1. Sea E un espacio vectorial complejo de dimension fi¬ 
nita, provisto de un producto interno hermitiano. La funcion que a 
cada vector u eE le asigna la funcional lineal <j>(u) — u*:E — >C, tal 
que o*(u>) = (m, u) para todo lu e£, es una biyeccion <j >: E -y E* tal que 
(u + u)*=u*+u* y ( 40 )* = 4 v * P ara cualesquiera u,v e£ y 4 eC. 

E* es, como antes, el dual de E, o sea, el espacio vectorial com¬ 
plejo cuyos elementos son las funcionales C -lineales f:E-> C. 

La diferencia entre los Teoremas 11.1 y 21.1 es que, en este ul¬ 
timo, la funcién uhu* no es un isomorfismo entre £ y E* pues no 
cumple la condicidn (Co)* = 40 *, en vez de la cual se tiene solamente 
(4u)* = 4u*. En efecto, para todo w eE : 

( 4 o)*(ui) = (w,ty) = 4 ( 10 , 0 } = 4 o* ( 10 ), por tanto ( 40 )* = 40 *. 

A la funcién en referencia, se le llama anti-isomorfismo. 

El Teorema 21.1 puede entonces enunciarse diciendo que la bi¬ 
yeccion <(): E ->£*, en él defmida, es un anti-isomorfismo. 

Esto no impide que se defina la adjunta /\*:FhE de una 
transformation C-lineal A:E-»F, entre espacios vectoriales com¬ 
plejos provistos de producto interno hermitiano, como la unica trans¬ 
formacion C-lineal A* : F £ tal que 
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(Au, tu) = (o, A*w'j 

para v e £, w e F cualesquiera. Se cumplen las propiedades (A + B) * = 
A* + B*, (BA)* = A* B*, /* = J, (A*)* = A y (A *)" 1 = (A' 1 )*, en es- 

ta ultima se entiende (como antes) que A* es inversible si, y sélo si, A 
lo es. La unica diferencia es respecto de la adjunta de C,A. Se tiene 

(C A) * = C, A*, cuando £ es un numero complejo. 

Otro cambio se refiere al Teorema 11.2, que da lugar al siguien- 
te teorema. £ y F son espacios vectoriales complejos, con producto in¬ 
terno hermitiano. 

Teorema 21.2. Si la matriz de transformation C- lineal A-.E -» F 
respecto a bases ortonormales U = juj,..., u m } c £ y 1 / - juj.u m jcF 

es a = a k) j e M(m x n) entonces la matriz de transformation adjunta 

A* F -» £ respecto a las bases V, U es la matriz a* = a T , transpuesta 
de la conjugada de a. 

La matriz conjugada de a = [ a icj ] e M (m x n; C) es la matriz 
a = [ a kj ] G M(m x ri; C) en la que cada elemento a k j es el numero com¬ 
plejo conjugado del elemento correspondiente a kj de la matriz a. 

Un operador C-lineal A: £ E se llama hermitiano cuando 
A = A*, es decir, si (Au, o) = (u, Ai;) para cualesquiera u,ue £. En 
particular, si u = u, tenemos (Au, u) = (o. Au). Por tanto; cuando A es 
hermitiano, la forma cuadratica <p(u) = (u,Au) solo asume valores 
reales. 

Una matriz a = ] e M(n xn ; C) se llama hermitiano si a = a*, 

esto es, cuando a jk - a kj para k, j = 1.n. En particular, ay - dy pa¬ 
ra todo j = 1.n por lo que la diagonal de una matriz hermitiana 

solo tiene numeros reales. Para matrices reales, hermitiana significa 
simétrica. 
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Un operador C-lineal A:E £ es hermitiano si, y solo si, su 
matriz respecto a una (y por tanto a cualquier) base ortonormal de £ 
es una matriz hermitiana. 

Un operador C-lineal U: E —> £ se llama unitario si U — U 
Es decir, cuando (Uv,U tu) = (u, tu) para cualesquiera u, w e E. 

Si U: E —> E es un operador unitario entonces, para todo u e £, 
se tiene \Uv j = |oj. Se cumple también la reciproca. Para probarla, se 
usa la identidad de polarizacion 



2 


u + v 


- u-u 


+ 1 \u + w 


l U-IO 


cuya verificacién es inmediata. Su forma es mås complicada que la 
anåloga para el caso real, debido a que el producto interno hermitia¬ 
no no es 8imétrico. 

Una matriz u e M(n x n; C) se llama unitaria si u — u . Para 
que esto suceda basta que u* u = I n , o que uu* = l n . La primera de 
estas igualdades significa que las columnas de u forman una base or¬ 
tonormal de C" (relativamente al producto interno hermitiano). La se- 
gunda asegura la misma propiedad para las filas de u. Las matrices 
unitarias reales son las ortogonales. 

Luego de estas observaciones de caråcter general, pasemos a 
obtener provecho de la estructura compleja. 

El determinante y el polinomio caracteristico, como no tienen 
vinculacion con el producto interno, se definen anålogamente al caso 
real. 

Segun el Teorema Fundamental del Algebra, todo polinomio 


p(X) = qq + aik + ■■■ + a n X n 


con coeficientes complejos a 0 ,...,a n (en particular, con coeficientes 
reales), con a n = (-1)", se descompone como producto 

pm = n(^> 

ff=i 
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de factores de primer grado. Los numeros complejos X],... , X n( no ne- 
cesariamente distintos, son las raices del polinomio p, cada una de 
las cuales aparece en la lista X,, ... , X n un mirnero de veces llamado 
su multiplicidad como rafz del polinomio. La multiplicidad de es 

m si, y solo si, m es el mayor entero tal que p(X) es divisible por 
(X,-X) m . 

Sea p A (\) = det(yA-XZ) el polinomio caracterfstico del opera- 
dor C-lineal A: £ -> £. El mirnero complejo X 0 es una rafz de p A si, y 
solamente si, el operador A-X 0 I no es inversible, es decir, existe 
v*0 en £ tal que Au = X 0 u. Por lo tanto, para espacios vectoriales 
complejos, las raices caracterfsticas de un operador A-.E->E coinci- 
den con los autovalores de ese operador. Como las primeras siempre 
existen, se sigue que todo operador C-lineal tiene autovalores (que 
pueden ser reales o complejos). 

La existencia de autovectores en los espacios vectoriales com¬ 
plejos implica la siguiente version mejorada del Teorema 20 . 1 , de la 

que se deducirån todas las conclusiones a las que llegaremos en esta 
seccién. 

Teorema 21.3. Todo operador C-lineal A-.E->E es triangularizable. 

La demostracion es similar a la del Teorema 20 . 1 . Solo que aho- 
ra no es necesaria la hipotesis adicional sobre A , porque todo opera¬ 
dor lineal complejo tiene autovector. 

Como antes, se cumple la importante observacion de que si £ 
tiene producto interno hermitiano, el enunciado anterior puede ex- 
presarse en forma mås precisa: existe una base ortonormal U c £ en 
la cual la matriz de A es triangular superior (o inferior, si asf lo qui- 
sieramos). 

La version matricial de ese teorema es: para toda matriz com- 
pleja a existe una matriz unitaria u tal que u* au = u' 1 au = t es una 
matriz triangular. 
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Veamos, a continuacién, aigunas consecuencias del Teorema 21.3. 
En la primera, tenemos un operador lineal A.E-+E en un espacio 
vectorial complejo E. 

Teorema de Cayley-Hamilton. Si p A es el polinomio caracteristico 
del operador C-lineal A: E -> E, entohces p A (A) = 0. 

Demostracion: Es anåloga a la demostracién del Teorema 20.2 pues, 
en virtud del Teorema 21.3, todo operador C-lineal es triangulariza- 
ble. □ 

Evidentemente, se cumple una versién matricial de Cayley-Ha¬ 
milton. Para toda matriz a e M(n x n;C), el polinomio caracteristico 
p tt (X) es exactamente el polinomio p A ( X), donde A-.C" -+C" es el 
operador C-lineal que tiene la matriz a en la base canénica. Se tiene 
también p a ~p A para cualquier operador C-lineal A:£->E cuya 
matriz, respecto a una base arbitraria en E, sea igual que a. Cual- 
quiera que sea el polinomio q(X), vemos que q(a) e M(nxn;C) es la 
matriz del operador q(A) en la misma base respecto a la cual a es la 
matriz de A. Por consiguiente, si p a es el polinomio caracteristico de 
la matriz ae M (n x n; C), entonces p a (a) = 0. 

Si la matriz a es real, su polinomio caracteristico p a es un poli¬ 
nomio real y ademås p a (a) = 0 , pues todo numero real es complejo. 
Se sigue el 

Teorema de Cayley-Hamilton para operadores reales. Sea un 

operador lineal A-.E -» £ en un espacio vectorial real £. Si p A es su 
polinomio caracteristico, se tiene p^(A) = 0. 

Demostracion: Sea a e M (n x n) la matriz de A respecto a una cier- 
ta base de E. Entonces p a (a) = 0. Como p a (a) es la matriz del opera¬ 
dor p A (A) en esa misma base, se sigue que p A (A) = 0. □ 

Continuemos presentando consecuencias del Teorema 21.3. 
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Sean a_ [ a ty]> b - jbjyJ matrices nxn triangulares superiores, 

de modo que = 0 si k > j . El /-ésimo elemento de la diagonal 

del producto ab es (ab)^ = £ a jr b rj = pues a jr = 0 si ;>r y 

r 

b r j = 0 si ; < r. Se sigue inmediatamente que los elementos de la dia¬ 
gonal de a tienen la forma a™. De alli resulta, mås generalmente, 
que si p(X) es cualquier polinomio entonces p(a) es una matriz trian- 
gular superior cuya diagonal es formada por los numeros don- 

de dy recorre la diagonal de a. 

Si A -.E-* E es un operador C-lineal, sus rai'ces caracterfsticas, 
es decir, sus autovalores, son (contando multiplicidades) los elemen- 
tos de la diagonal de una matriz triangular que representa A respecto 
a una base conveniente de E. Se sigue de lo dicho anteriormente que, 
si p(X) es cualquier polinomio, los autovalores del operador p(/\), in- 

cluyendo sus multiplicidades algebraicas, son los mimeres p(x^, 
donde Xj,..., X n son los autovalores de A. 

Un caso particular interesante es el de un operador nilpotente 
A : £ -> E . Esto significa, como se sabe, que existe un entero m > 0 tal 
que A =0, En este caso, si n = dim£ afirmamos que el polinomio 
caracteristico de A es p A (X) = (-1)" X n . 

Consideremos inicialmente el caso en que A es C-lineal. Sea 
Uc E una base respecto a la cual la matriz a — del operador A 
es triangular superior. Los elementos a^ de la diagonal de a son los 

autovalores de A, contados con sus multiplicidades. El polinomio ca¬ 
racteristico de A es por lo tanto 
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Los elementos de la diagonal de a m son a™, j = 1. n. Como a m = 0, 

se sigue que todos los son nulos, luego el polinomio caracterfstico 

deAesp A (X) = (-l)”X n . 

Del punto de vista matricial, podemos afirmar que si a es una 
matriz n x n (real o compleja) con a m =0 para aigun m entero >0, 
entonces su polinomio caracterfstico es p a (X) = (-l) n k n . 

De ello resulta que, dado el operador IR-lineal A : E —> £ en el 
espacio vectorial real E, con dim E = n,siA m =0 para aigun entero 
m > 0, entonces el polinomio caracterfstico de A es p A (X) = (-1)" X n . 
En efecto, este es el polinomio caracterfstico de la matriz a del opera¬ 
dor A en una base cualquiera de E, la cual cumple a m = 0. 

En seguida, usaremos la forma triangular para probar que el 
determinante del operador A r :E -+ E, descomplejificado de un ope¬ 
rador C-lineal A : E —» £, es siempre > 0. 

En efecto, sea U = {tq.u n } c E una base en la cual la ma¬ 

triz m = [ a kj + i b kj j de A es triangular superior: a kj = b kj ~ 0 si k > j. 
Para todo j~l n , tenemos 

n 

Au j = L( a kj + ib kj) u k ■ 

k = 1 

Sea ahora la base U' = {uj. iiq.u n . iu n } del espacio vectorial real 

E, Para obtener la matriz c del descomplejificado A r : E -> E en la ba¬ 
se U', observamos que 

A r Uj = + b ki iu i) y A r' iu i = Y,(~ b kj u i + °kj iu j) • 

k k 

De lo que resulta que la matriz c tiene una forma “triangular por blo- 
ques”. Mostramos esta matriz en el caso n = 3: 



344 


Etpaclos VgtoifMg Complajøs 


SéCtfén 21 


Oli 

-bu 

°12 

~^12 

a 13 

~ b 13 

bu 

a u 

b 12 

a 12 

^13 

a 13 

0 

0 

°22 

~ b 22 

°23 

~b 23 

0 

0 

b 22 

a 22 

b 23 

°23 

0 

0 

0 

0 

a 33 

-^33 

0 

0 

6 

0 

b 33 

a 33. 


Del Teorema 19.8 se sigue, inmediatamente, que el determi- 
nante de la matriz c es dado por: 


det c = f|det 

;=i 




(*) 


Siendo la matriz m - [a k ] -hiby J triangular, los numeros com- 
plejos Xj=a jj +ib jj son sus autovalores y det m = . Por otro la- 

do, la igualdad (*) muestra que det c = J~[ j Xj J 

Vemos entonces que det A r = det c > 0, cumpliéndose det A r - 0 
si, y sdlo si, det A - det m = 0. También se tiene det A r - j det A | 2 . 

En otras palabras, dada la matriz nxn compleja m = + ib k j J, 

formamos las matrices reales a = [a k; ], b = [b^] e M (nxn) y 


c = 


a ~b 
b a 


e M(2n x 2n) 


Se cumple entonces det c - | det m 2 . 
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Otra exhibicién de fuerza del Teorema 21.3 es su uso para de- 
mostrar la versién general del Teorema Espectral para operadores 
complejos, conforme haremos ahora. 

Un operador C-lineal A: £ -> £ en un espaeio vectorial comple- 
jo, de dimensi 6 n finita, se llama normal cuando conmuta con su ad- 
junto, esto es, cuando cumple la condicién A A* - A* A. Anélogamen- 
te una matriz cuadrada a se llama normal cuando aa* = a* a. 

Evidentemente un operador es normal si, y solamente si, su 
matriz respecto a una (y por tanto a cualquier) base ortonormal es 
una matriz normal. 

Teorema Espectral para operadores complejos. Sea E un espaeio 
vectorial complejo, provisto de un producto interno hermitiano. Un 
operador C-lineal A: E -> E es normal si, y solamente si, existe en E 
una base ortonormal formada por autovectores de A. 

Version matricial del Teorema Espectral. Sea la matriz a e M(n x 
n; C). A fin de que exista una matriz unitaria u tal que d = u*au sea 
diagonal es necesario y suficiente que a* a = aa*. 

Demostracién: Continuando con el énfasis matricial que predomi- 
na en estas ultimas påginas, probaremos la segunda versién, clara- 
mente equivalente a la primera. Sea u una matriz unitaria tal que 
t = u*au sea triangular. Tomando adjuntas, tenemos t* =u*a*u, 
Multiplicando miembro a miembro: 11 * =' u* auu* a* u = u* a a* u. 
Haciendo la misma multiplicacién en orden inverso: t*t = u*a*au. 
Como aa* = a*a, concluimos que t*t-tt*. Ahora, siendo trian¬ 
gular y normal, t debe ser diagonal. (Compare (tt*) if con (t*t)jj 
para i = 1, después i = 2 , etc.) Asi u* a u es diagonal. Reriprocamente, 
si d = u*au es diagonal entonces dd* = d* d, lo que nos da inmedia- 
tamente u* a* a u = u* a a* u. Multiplicando esta igualdad a izquier- 
da por u y a derecha por u* obtenemos a*a = aa*, luego a es nor¬ 
mal. 
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Corolario. Si A: E -> Ees un operador hermitiano, existe una base 
ortonormal de E formada por autovectores de A. 

La matriz de A en esta base es diagonal y, siendo hermitiana, 
los elementos de la diagonal son numeros reales. Se sigue que los au- 
tovalores de un operador hermitiano son todos reales. 

Otro caso particular de operador normal es el de un operador 
unitario que también admite una base ortonormal formada por auto- 
vectores. Los autovalores de un operador unitario son numeros com- 
plejos de mddulo 1. 

Ejercicios. 

21.1. Sea £ un espacio vectorial real. El complejificado de £ es el 
conjunto £ c cuyos elementos son las expresiones formales u + iy, con 
u, v e £ e i = > /^l. En £ c , la igualdad u + iy = u' +/y' significa, por de- 
finicion, que u = u' y u = v '. La suma es definida por (u + iy) + (u' + iu') 
= (u + u') + i (y + y') y el producto por un mimero complejo es, también 
por definicién, {a + ip) (u + iy) = (au-py) + i (pu + ay). Para todo u e E, 
se escribe u + i 0 = u y con eso se tiene £ c £ c . El complejificado de un 
operador lineal A-.E-+E es A C :E C -+E C , definido por A c {u + /o) = 
Aa + i Au. Pruebe: 

(a) £ c es un espacio vectorial complejo y A c : E c -> £ c es un operador 
C-lineal. El complejificado de R n es C”, £c £ c pero £ no es un 
subespacio vectorial (complejo) de E c . 

(b) Toda R-base {uj.u„ } c £ es una C-base de £ c . En particular, 

dim c £ c = dim R £. La matriz de A c :E c -> E c respecto a la base 

{uj.u n } cz £ coincide con la matriz de A en la misma base. 

Los polinomios caracteristicos de A c y de A son iguales. 

(c) Si X = a + ip, con p 0, es autovalor de A c , corresponde al auto- 
vector u + iu € £ c , entonces ju, y) es la base de un subespacio vec- 
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tonal Fc£, invariante por A, y la matriz de la restriccién 
A: F -* F es 

' « P* 
r P a 

21.2. Sea A: £ £ un operador lineal, con dim £ = n. Considere el 

conjunto Af de todos los polinomios p(X) tales que p(A) = 0. Pruebe: 

(a) Si pj(X), P2 (X) €Afyaj,a 2 son numeros entonces a 1 p 1 (X) + 
a 2P2 ( X ) e M - 

(b) Si p(X) e M y q(X) es cualquier polinomio entonces p(X)q(A.) e M. 

(c) Existe un unico polinomio mdnico m A (X) e M tal que todos los 
otros p(X) e M son multiplos de m A (X). [Considere el polinomio 
m6nico de menor grado posible en M. Llåmelo m A (X). Para todo 
p(X) e M se tiene p(X) = q(X) • m A (X) + r(X), con gr(r(X)) < gr 
(m A (X)). Se sigue de (a) y (b) que r(X) e Af, luego r(X) = 0.] 

(d) El polinomio m A (X) se llama el polinomio minimo del operador 
A. El es el polinomio ménico de menor grado tal que m A (A) = 0. 
Las conclusiones anteriores se cumplen igualmente para espa- 
cios vectoriales reales o complejos. 

(e) Si B: £ -> £ es inversible entonces, para todo polinomio p(X), se 
tiene p(B -1 A B) = B" 1 • p(A) • B. Se sigue que los operadores A y 
B _1 AB tienen el mismo polinomio minimo. 

(0 Para toda matriz a del operador A, m A (X) es el polinomio mdnico 
de menor grado tal que m A (a) = 0. 

21.3. Determine el polinomio minimo de cada uno de los siguientes 

operadores: 

(a) El operador cero. 

(b) El operador a I , con a * 0 . 

(c) Una proyeccion. 
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(d) Una involucidn. 

(e) El operador de derivacién D: ZP n —► <P n . 

(f) El operador A:R 2 —>• IR 2 , A(x,y) = (x + 2y,2x + y). 

(g) Cualquier operador A: R 2 -» R 2 , 

En cada uno de estos casos, compare con el polinomio caracte- 
rfstico. 

21.4. Demuestre que un operador es inversible si, y sélo si, el tér- 
mino constante de su polinomio mmirno es * 0. 

21.5. Sea p(X) un polinomio tal que p(A)= ; 0. Pruebe que todo au- 
tovalor Xj del operador A es raiz del polinomio p(X). Infiera de ello 
que toda raiz del polinomio caracteristico (X) es también raiz del 
polinomio minimo . (La reciproca es evidente porque m^ divide a 
PA-) 

21.6. Determine el polinomio minimo del operador dado por Ao = 

(v,a)b. 

21.7. Sea A:E-> E un operador en un espacio vectorial de dimen¬ 
sion n. Pruebe: si A k = 0 para aigun k > n entonces A n =0. [Suge- 
rencia: Teorema 21.3.] 

21.8. Pruebe que un operador es nilpotente (esto es A k = 0 para ai¬ 
gun k e M) si, y solo si, todos sus autovalores son iguales a cero. 

21.9. Si el operador A es diagonalizable y X 1( ... , X fc son sus autova¬ 
lores distintos dos a dos, pruebe que el polinomio minimo de A es 

m A ~ (*• " ~ ^2) _ **)■ 

21.10. Si el operador A-.E-+E (en un espacio vectorial complejo) es 
diagonalizable, pruebe que existe un producto interno hermitiano en 
E que hace A normal. 

21 .11. Sea E un espacio vectorial (complejo) provisto de un producto 
interno hermitiano. Pruebe que todo operador lineal A: E -> E se es- 
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cribe, de modo unico como A~H + iK , donde H , K-.E —> E son opera- 
dores hermitianos; y que A es normal si, y sélo si, H y K conmutan. 

21.12. Sin hacer cålculo alguno, pruebe que el producto de dos matri¬ 
ces 2n x 2n del tipo 

a -b 
b a 

es también del mismo tipo. 


21.13. Asigne V (verdadero) o F (falso): 

( ) El determinante de un operador hermitiano es un numero real. 

( ) Los autovalores de un operador unitario son iguales a ±1. 

( ) Los autovalores de un operador real antisimétrico son del tipo 
± i p, donde p es real. 


( ) Si 


COSØ 

-sen 8 

sen 8 

COSØ 


existe una matriz (compleja) 2x2 inversible p tal que p 1 a p - d , 
donde d es diagonal (compleja). 

21.14. Demuestre que todo operador en un espacio vectorial (comple- 
jo) de dimension n posee un subespacio invariante de dimensidn n — 1. 

21.15. Sean ... , X n los autovalores del operador A:E->E (repeti- 

dés de acuerdo con sus multiplicidades algebraicas). Dado un polino- 
mio cualquiera p(X), pruebe que los autovalores del operador p(A) 
son los numeros p(A.i).p(^ n )' [Sugerencia: Teorema 21.3.) 


21.16. Demuestre que las siguientes afirmaciones acerca de los ope- 
radores lineales A, B: E —> E son equivalentes; 
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(a) p A (B) es inversible. (Donde p A es el polinomio caracteristico de A.) 

(b) A y B no tienen autovalores en comun. 

(c) Pg(A) es inversible. 

(d) Si m A y m B son los polinomios minimos de A y B entonces m A (B) 
y m B (A ) son inversibles. [Sugerencia: use el ejercicio anterior.] 

21.17. Suponga que el polinomio nrinimo m A (X) = (X - X x ) (X - X fc ) 

del operador lineal A: £ —> E sea un producto de factores distintos de 

primer grado (Xj * X^ si i * j). Pruebe: 

(a) Escribiendo m A (X) = p,(X) (X - X f ) y B,=p f (A), se tiene A(B f u) = 
Xj B, v (i = i,...,k) para todo v e£. 

(b) Los polinomios P}(X), ... , p k (X) son primos entre si, luego exis- 
ten q l (X), ... , q k (X) tales que 

E<7i( X )Pl(M = 1 • 

i = l 

(c) Sea Q = q, (A). Para todo u e £ se tiene v ~ ^TB^C, o), luego los 
autovectores de A generan E. 

(d) El operador A es diagonalizable. 

21.18. Sean A, B, X operadores lineales en el espacio vectorial £. 

Pruebe: 

(a) Si AX-XB = 0 entonces A 2 X-XB 2 y, mds generalmente, 
p(A)X = X p(B) para todo polinomio p. 

(b) Si A y B no tienen autovalores en comun, entonces AX = XB si, 
y solamente si, X = 0. 

(c) Si A y B no tienen autovalores en comun, entonces para todo ope¬ 
rador lineal C: E -> E existe un unico Xei(E) tal que AX- 
XB = C. 
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21.19. Sean X. lt ... , X n los autovalores de la matriz a, repetidos de 
acuerdo con sus multiplicidades algebraicas. Demuestre que 

A + - +X l = T a n a n- 

u 

21.20. Si existe aigun k e W tal que A k = I , pruebe que el operador 
A-.E-+E es diagonalizable. [Sugerencia: Ejercicio 21.18.] 

21.21. Sean Fj c F 2 subespacios invariantes del operador A : E -> £. 
Si dim F 2 -dirn F t > 2, pruebe que existe un subespacio F, diferente 
de Fj y F 2> invariante por A, tal que FjcFcF 2 - 

21.22. Sea A:E->E un operador nilpotente en el espacio vectorial £ 
(real o complejo) de dimension n. Tome k, el menor numero natural 
tal que A k = 0. Pruebe sucesivamente: 

(a) {0} <zU(A) c.Af(A 2 ) c ••• cr= E; 

(b) Si ./V^A 1 ) = ./V’|A f+1 ] entonces .A/'(A' +1 ] = AF[A i+2 ); 

(c) Ninguna de las inclusiones en (a) se reduce a una igualdad; 

(d) k <n. 


Ecuaciones en 
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En muchas aplicaciones de la Matemdtica, el tiempo es discreto. Esto 
significa que, al contrario de lo que sucede en Cinemdtica, en la que el 
tiempo fluye continuamente, en las situaciones que tenemos en mente 
(Economia, por ejemplo) las magnitudes son medidas en instantes ais- 
lados, formando sucesiones. En casos asi, las ecuaciones diferenciales 
no son el instrumento adecuado para expresar la evolucion de los fe- 
nomenos y, por ello, se sustituyen por las ecuaciones en diferencias fi¬ 
nitas. En la presente seccion, estudiaremos los tipos mås simples de 
estas ultimas, como aplicacion de algunos de los resultados obtenidos 
en las secciones anteriores. 

En una ecuacion en diferencias finitas, la incdgnita es una su- 

cesidn (xq , Xj . x k — ), cuyos términos deben satisfacer una rela- 

cion dada. Si la relacion es del tipo x fctl = f[x k ), donde / es una fun- 
cién determinada, se tiene una ecuacion de primer orden. Si es del ti- 

P° *lc+2 = f[ x k * ^fc + l)* se tiene una ecuacion de segundo orden, y asi 
sucesivamente. 

Fijado arbitrariamente un mimero Xq, toda ecuacion de primer 

orden x k , { =f(x k ) admite una unica soluciort (xq.xj . x k ....) con 

valor inicial x 0 . Basta tomar sucesivamente X] = /(xø), *2 ~/( x i). 
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etc. Anålogamente, fijados arbitrariamente xq y xj, toda ecuacion de 
segundo orden x k+2 = f[x k , x fc+1 ) admite solamente una solucion (x 0 . 

x 5 ,x 2 . x k ....) cuyos dos valores iniciales son los numeros dados. 

Basta tomar sucesivamente x 2 =/(x 0 ,Xj), x 3 = /(xj,x 2 ), etc. Y asi, 
en adelante: toda ecuacion de orden n tiene una unica solucion cuyos 
n valores iniciales son fijados arbitrariamente. 

Observacion: En esta seccion, el primer término de toda sucesion 
tiene indice 0, en vez de 1. 

Ejempio 22.1. La solucion de la ecuacion de primer orden x^+i = x^ 
+ b con valor inicial xq es la sucesion (xq . xq + b, x 0 + 2b—), de 
término general x k = xq + k b (progresion aritmética de razon b). 

Ejempio 22.2. La ecuacion x fc+ j = ax k (lineal, homogénea, de primer 
orden, con coeficiente constante) tiene como solucion, con valor inicial 
x 0 , la sucesion (x 0 , ax 0 , a 2 x 0 ,..., a k x 0 ,...) cuyo término general es 
x k = a k ■ xq (progresion geométrica de razon a). 

Ejempio 22.3. Combinando los ejemplos anteriores , sea x fc+1 = ax k + b 
la ecuacion lineal, no homogénea, de primer orden, con coeficientes 

constantes. Si (xq.X! .•x fc ,...) es la solucion de esta ecuacion con 

valor inicial x 0 , entonces tenemos sucesivamente: 

Xj = ax 0 + b, 

x 2 = axj+b = a 2 x 0 +(l + a)b, 
x 3 = ax 2 + b = a 3 x 0 +(l + a + a 2 )b, 

x k = ax k ., +b = a k x 0 + (1 + a + ••• +a )f - 1 )b. 


Por tanto, la solucion general de la'ecuacion x^j = ax k + b es 
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k 1 ~Ct k , 

x k = <r • xo + —- b , si a * 1 

1 -a 

x k = x o + fc -b, si o = 1. 

Ejemplo 22.4. La ecuaci6n x^+j = ax^ +6 puede observarse del pun- 
to de vista de un operador lineal A: R*' -► R^, en el espacio R^, cuyos 
elementos son las sucesiones x = (xq . xj,..., x k ....). El operador A 
asigna a cada sucesién x la nueva sucesion j/ = Ax, definida por y fc = 
x k+l ~ ax k- La ecuacién dada equivale al problema de encontrar los 
elementos x e R°° tales que Ax = b, donde b = (b, b, ...) es una suce¬ 
sién constante de términos iguales a b. Como apreciamos en el Teo¬ 
rema 6.4, la solucion general de la ecuacion Ax = b es la suma de un 
elemento cualquiera del nticleo de A (solucion general de la ecuacién 
homogénea Ax = 0) con una solucién particular de la ecuacion Ax = b 
dada. Para obtener una de esas soluciones particulares, ensayamos la 
solucion constante c = (c, c,...). El numero c debe cumplir c = a c + b, 
esto es, (1 - a) c = b . Como el caso a = 1 ya fue visto en el Ejemplo 
22.1, suponemos aqui o?l y obtenemos c = (1 -a) -1 • b. A su vez, la 
solucion general de Ax = 0 (ecuacion equivalente a x fc . +1 = ax k ) es una 
progresién geométrica (p, a p, a 2 p ,...} cuyo primer término p es arbi- 
trario. Asf, la solucion general de la ecuacién x k+1 -ax k + b, para a*l, 
es dada por x k =a k p + (l-a) _1 b. Observe que xq = p + (1 -a)" 1 -b 
de donde p = x 0 - (1 - a)" 1 - b y, por sustitucion, tenemos: 

x k = a ic x 0 -a' c (l-a)' 1 -b + (l-a)' 1 b = a k x 0 + ^-^- b, 

1 - a 


obteniendo nuevamente el resultado del Ejemplo 22.3. 
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22.A. Sistemas Lineales 

Generalizando el Ejemplo 22.2, podemos considerar, en un espacio 
vectorial E, un operador lineal A E -> E y procurar una sucesién de 
vectores uj e £ tales que 

u fc + l=A u fc (k = 0,1,2,...). 

Se le llama sistema lineal homogéneo de primer orden, de ecua¬ 
ciones en diferencias fmitas con coeficientes constantes. 

Evidentemente, dado un vector inicial arbitrario itø e £, existe 

una unica sucesion (t>o- u i.ty....) de vectores en £, comenzando 

con Uq y cumpiiendo la condicion ty + i = A ty para todo k > 0. Basta 
tomar ty = A k ■ o 0 . 

El problema pråctico de resolver el sistema ty + j = A v k se redu- 
ce, por consiguiente, al calculo de las potencias sucesivas A k del ope¬ 
rador A. En general, esto no es una tarea simple. Hay, entretanto, ca- 
sos particulares en que ello es factible. Por ejemplo, si existe una base 
(Jc£ formada por autovectores de A (lo que se da cuando dim E = n 
y el polinomio caracteristico de A tiene n raices reales distintas, o en- 
tonces cuando A es autoadjunto) el vector inicial v 0 se expresa como 
combinacion lineal 

”0 = *l u l +- + X n u n 

de vectores u ( e U, con A Uj = k, u f (i = 1 . 2. n). Se sigue que 

A k o 0 = Xj u, + ••• + x n X k n u n ( k = 0.1.... ). 

Ejemplo 22.5. Sea A-.R 2 -> R 2 el operador lineal definido por 
A(x.y) = (2x + 2y, 2x - y). El sistema de ecuaciones en diferencias 
finitas ty +I = A v k , con v k = (x k , y fc ), se escribe explicitamente como 

x k+ i = 2x k + 2y k 
V k +i=2x k -y k . 



356 


Ecuaclonea en DMarancia« Rnltas 


SrccMnæ 


El polinomio caracteristico del operador A es p(X) - X 2 -X-6, cuyaa 
rafces son 3 y - 2. Para obtener una base de autovectores {u, v } c R 2 , 
con u = (a, p) yo = (y,8), escribimos las igualdades Au = 3u , Au = -2v 
en términos de coordenadas, obteniendo los sistemas 

2<x + 2p = 3a 2y + 2S = -2y 
2ct-p = 3p 2y ~ 8 = -28 

Estos sistemas son indeterminados (tienen que serlo, pues los 
numeros 3 y - 2 fueron obtenidos de manera que asi fuese). 

Tomemos las soluciones a = 2, p = l, luego u = (2,l), y y = l, 
S = -2, luego u=(l,-2). Entonces, para todo k = 0,1, 2, 3, ... tene¬ 
mos 

A k u = 3 k - u = (3 k -2,3 k ) 

y 

A k -v = (-2) k ■ v = ((-2)\(-2)* +1 ) . 

Para obtener, digamos, la solucidn del sistema U( c+ j = Au k cuyo vector 
inicial es o 0 =(x 0 ,y 0 ), con x 0 = 1 , y 0 = 1 , expresamos el vector o 0 = 
(1,1) como combinacién lineal de los vectores bésicos u = (2,l) y 
o = (1, - 2), obteniendo 

°o =f 

Por tanto, la solucién buscada es: 


5 5 5 5 

En términos de las coordenadas u k = (x k , y fc ), tenemos 
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En el caso en que dimE = 2, el problema de calcular efectiva- 
mente la solucién del sistema u^ +1 = Av k puede resolverse en todos 
los casos, como veremos ahora. 

Habiendo tratado el caso en que el espacio E tiene una base de 
autovectores del operador A : E —> E, examinaremos (suponiendo siem- 
pre dimE = 2) los casos en que dicha base no existe. Hay dos posibili- 
dades y son las siguientes: 

Primera. El polinomio caracteristico de A posee una raiz real doble, 
X, pero A* XI .(Evidentemente si A = Xl todo vector no nulo en £ es 
autovector de A, luego este caso ya fue visto.) 

Segunda. El polinomio caracteristico de A posee rafces complejas 
>. + i g y X - i g (con i = V-T y u * 0). 

Consideremos el primero de estos dos casos. 

Existe un vector no nulo u e E tal que Au - Xu. Ademås, sola- 
mente los multiplos de u pueden ser autovectores de A. (En efecto, 
siendo X el unico autovalor de A, si existiese un autovector u no mul- 
tiplo de u, tendriamos una base {u, o} c £ con Au = Xu, Au = Xu, de 
donde A = Xl .) 

Tomemos un vector u tal que { u. u} c E sea una base. Enton* 
ces Au = au + (iu con a * 0 pues u no es autovector. Si a * 1, susti- 
tuimos u por to = a -1 u y obtenemos una nueva base { u, w } c £ tal 
que Au = Xu , Aiu^u + ytu. En la base {u.u;}, A tiene la matriz 
triangular 

' x r 

.0 Tj‘ 

cuyos autovalores son X, y. Se sigue que y = X. As i, tenemos 


(*) 


Au = A.u 
Aw - u + X.U) 
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y la matriz de A en ia base { u. u>} es m = „ 1 . 

1 [0 X, J 

De las igualdades (*) resulta que, para Jc = 0,1,2.se tiene 

f A fe u = X k u 

{a^ to ~ k\ lc ~ 1 u + X k w . 


luego 


m 


X k kX k - 1 
0 X k 


Ejemplo 22.6. El operador A: R 2 -> R 2 , dado por A(x, y) = (3x-y, 
x + y), tiene el polinomio caracteristico 

p(X) = X 2 -4X + 4, 


que admite la raiz doble X = 2, siendo (1,1) un autovector de A. Por 
tanto {u,e 2 }c: R 2 es una base, con Au = 2u y Ae 2 = (-1,1) = 
-1-u + 2*e 2 . Tomando u> = - e 2 = (0, -1), obtenemos la base { u, to }c 
R z , con Au = 2u y Aw = u + 2w, luego la matriz de A en la base 
{ u, to } es 



Por lo dicho anteriormente, para obtener la solution u k = (x k , y k ) = A k o 0 
del sistema 

x k.l = 3 x k-l>k' 

Vk+l = x k + Vk > 


con vector inicial o 0 =(3,5), primero expresamos v 0 como combina- 
cién lineal de u y to, obteniendo Uq = 3u - 2to. Entonces resulta que, 
para todo 1c = 0.1. 2.se tiene 
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u k = 3A k u - 2 A k w. 

Como vimos antes, A k u = 2 k u y A k w = k2 k 1 u + 2 k uj. Luego 

u k = 2 k [(3-lc)u - 2w] = 2 k (3-k,5-k). 

En términos de las coordenadas, esto significa que 

x k =2‘(3-Ir) e i, k = 2 k (5-fc). 

Para completar el estudio de sistemas lineales de ecuaciones en 
diferencias finitas en el caso 2x2, trataremos ahora el caso de un 
operador lineal A: E —> E, (con dimE = 2) cuyas raices caracteristicas 
son numeros complejos X + i p, X - i p con p * 0. 

Seré conveniente considerar el complejificado de E, que es el 
espacio vectorial complejo E c , de dimension (compleja) 2, cuyos ele¬ 
mentos tienen la forma u + iu, donde u.veE. Las operaciones en E c 
son dadas por 

(u + iu) + (u' + iu') = (u + u') + i(u + u') 


y 


(a + ip)(u + iu) = (au - pu) + i(au + pu) 


Se tiene EaE c de modo natural, pues u = u + i-0. El operador 
A : E —* E se extiende a un operador A c : E c —> E c , llamado complejifi¬ 
cado de A, definiendo A c (u + tu) = Au + i Au. Toda base de E es tam- 
bién una base de £ c , respecto de la cual la matriz de A c es la misma 
matriz de A. En particular, los polinomios caracteristicos de A y A c 
coinciden, luego X + ip y X -ip son autovalores distintos del opera¬ 
dor C-lineal A C :E C -*E C . Para nuestros fines, basta considerar el 
autovalor X + i p. 
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Sea u + i o e E c un autovector de A c correspondiente al autova- 
lor X + i p. Entonces u, u m E son vectores no nulos simultåneamente, 
eon A c (u + iu) = (X + ip)(u + tu), o sea: 

Au + iAu = (Xu - uu) + t(pu + Xu), 

luego 

Au = Xu - gu y Au = pu + Xu. (*) 

Afirmamos que los vectores u,v e E son linealmente indepen- 
djentes. En primer lugar, u y u son ambos * 0 pues si uno de ellos 
fuese nulo el otro seria #0y, por las ecuaciones (*), un autovector del 
operador A: E -> £. En segundo lugar, si u y o fuesen L.D. tendria- 

mos u = au, luego Au = Xu - p u = (X - ap)u y u seria un autovector 
de A. 


En consecuencia, { u, v } c E es una base, respecto de la cual la 
matriz del operador A :E-> E tiene la forma 

X g 

a = 

-p X 

El cålculo de las potencias del operador A o, equivalentemente, 
de la matriz a se basa en la observation de que las matrices de la forma 

X p 

,-p x_ 

se comportan, en relation a la adicion y a la multiplicacion, del mis- 
mo modo que los numeros complejos X + ip. 

Mås precisamente, si a cada numero complejo z = x + iy le 
asignamos la matriz 
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obtenemos una funcion inyectiva <p tal que <p (z + u>) = <p(z) + cp(u>) y 
<p(zu>) = (p(z) c<)(u>), donde z + w y z.w son las operaciones de adicion 
y multiplicacidn de numeros complejos y <p(z) + <p(w) y <p(z)-<p(iu) son las 
operaciones correspondientes con matrices. 

Luego, para calcular la fc-ésima potencia de la matriz 

X. p 

i 

-p X 

basta calcular (X. + i p) = x + i y. Al hacerlo, tendremos 


r i 

k 

r -i 

X, p 


x y 

-p X. 


~y x 


Ahora, las potencias de un numero complejo se calculan fåcil- 
mente con la férmula de De Moivre: basta escribirlo en la formå trigo- 

nométrica X. + ip = p(cosØ + isenø) y entonces (X. + ip) fc = p k (coskØ + 
i sen kø). Alll, p = yjx 2 + p 2 , cosØ = X/p y senø = p/p. Por tanto: 

cos kø sen kø 

- sen kø cos kø 

Si tenemos, por ejemplo, un operador A:R 2 ->R 2 , definido por 
A(x, y) = A(x, y) = (ax + by.cx + dy), cuyas raices caracteristicas son 
los numeros complejos X. ± i p, se sigue de la discusion anterior que 
existe una base { u, u } c; R 2 respecto de la cual la matriz de A k tiene 
la forma 

f cos kø sen kø 1 



-sen kØ coskØ 
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donde 

p = Jk 2 + n 2 , cosØ = X/p, sen0 = p / p. 

Después de obtener X, p, se determina la base { u, v } resolvien- 
do el sistema Au — Xu - po, Av - pu + Xu, de cuatro ecuaciones con 
cuatro incognitas que son las coordenadas de los vectores u = (x,y) y 
u = (s, t). En términos de esas coordenadas, el sistema se escribe como 



ax + by 

= Xx - 

ps 



cx + dy 

= Xy- 




as + bt 

= px + Xs 



cs + dt 

= py + Xt 


( a - X)x 

+ by 

+ ps 


= 0 

cx 

+ (d-X)y 


+ pt 

= 0 

-px 

+ 

(a-X)s 

+ bt 

= 0 


-py 

+ c s 

+ (d - X) t 

= 0 


Ejemplo 22.7. Sea el sistema x k+l = 3x k -y fc , y k+] = 2x k + y fe , con 
vector inicial Vq =(1.1). El nos proporciona el operador A: R 2 — »R 2 , 
A(x > v) = (3x - y, 2x + y), cuya matri z en la base canonica es 

'3 -1 

2 !. ’ 

luego el polinomio caracteristico es p(X) = X 2 + 4X + 5, cuyas raices 
son 2 ± i ..Existe una base {u.u}c: IR 2 ,con u = (x.y), u = (s. t), tal que 
Au = 2u~v, Av = u + 2u. Para obtener esta base, debemos hallar una 
solucidn no nula del sistema 
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3x - y = 2x - s 
2x + y = 2y-i 
3s -1 = x + 2s 


2 s + t = y + 2 1 

+s =0 

+t = 0 

+s -t = 0 

+2 s -t = 0. 

Por escalonamiento, encontramos x = s ~t, y = 2 s -t (donde s, i son 
arbitrarios). Tomamos s = l, t - 0 y obtenemos x = l, y - 2. Luego 
u = (l,2) y o = {l,0) forman una base de R 2 , respecto de la cual el 
operador A tiene la matriz 


o sea 

x-y 
2x - y 
-x 

-y 


a 



1 ‘ 

2 


El numero complejo 2 + i tiene médulo p= >/5. Un ångulo 0 tal que 
cos 0 = 2/V5 es 9 = 26° 33' 54" es decir, 0 = 0,463 rad. Entonces, pa¬ 
ra todo k = 0,1,2,.... tenemos 


' 2 

1 

k 

L 

cos kø 

sen kø 

-1 

2 

= (Æ) 

-sen kø 

cos kø 


La solution del sistema o k+1 = Ao k con vector inicial v 0 =(1.1) 
es dada por = A k u 0 . Para obtenerla explicitamente, comenzamos 
expresando u 0 como combinacion lineal de los vectores båsicos 
u — (1,2) y v = (1.0). Tenemos u 0 = ju + jv. Por lo tanto 

u k = A k u + j A k v . 
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Ahora, a k es la matriz de A k en la base { u, u }. Luego 
A k u - 5 k ' 2 (cos k 0 • u - sen k 0 ■ u) 


A k v = 5 k / 2 (senJcØu + cos JcØ-u). 


En otras palabras: 


y 

Luego 


A k u = 5 k/2 (cos kQ - sen kQ, 2 cos JcØ) 
A k v = 5 k / 2 (sen k 0 + cos /cØ, 2 sen kQ). 


v k = %A k u + ±A k v = 5^ 2 (cos k 0, cos kø + sen k 9). 
Por consiguiente 


x k = 5 fc/2 cos kQ, 

V k = 5 k/2 (cos fc 0 + sen k 0), 


con 9 - 26° 33' 54" = 0,463 rad, es la solucién del sistema x* +1 = 3x k 
- i>k > Vk+ 1 = 2x fc + que cumple x 0 = 1 , y 0 = 1. 


22.B. Una Aplicacibn del Teorema de Cayley-Hamiiton 

Una alternativa para calcular las potencias sucesivas A k del 
operador lineal A -. E -> E con dim E = n, consiste en observar que, por 
el Teorema de Cayley-Hamiiton, basta considerar los exponentes 
k < n - 1. En efecto, si 


Pa M - ( 1) X n + a n _i X n 1 + + dj X + dø 
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es el polinomio caracteristico del operador lineal A, entonces se sigue 
de p A (A) = 0 que 

A" = ± (a n _j A n_l 4 - +aj A + a 0 /}. 

Usaremos este hecho para calcular las potencias A k de un ope¬ 
rador lineal A: E —> E, tal que dim E -2. En este caso, siendo el gra¬ 
do del polinomio caracteristico p A (X.) igual a 2, se sigue que el resto 
de la divisidn de k k por p A {k), para todo k > 2, tiene la forma a X. + p. 
(Por simplicidad, escribimos a, p en vez de a fc , p fc .) Podemos, por tan¬ 
to, escribir 

k k = p A (X)q(X.) + aA. + p, 

de donde 

A k - p A (A)q(A) + aA + p/. 

Como p A (A) = 0, se sigue que A k - a A + p /. 

Para encontrar a y p, supongamos inicialmente que las rai'ces 
caracteristicas X.j y k 2 sean distintas. Por definition, tenemos p A (X.j) = 
p A (X. 2 } = 0 luego de la identidad k k = p A (k) ■ q(k) +ak + p resultan 
las igualdades: 

aXj + P = X*) 

L, 

ak 2 + P = k 2 . 

Como suponemos A-! *X 2 , tenemos un sistema determinado, lo que 
nos per mi te obtener valores unicos para ay p. Observe que este ar¬ 
gumento se cumple, inclusive, cuando las rai'ces caracteristicas y 
X 2 son numeros complejos. En este caso, se usa la forma trigonomé- 
trica para calcular las potencias A/j y X . 1 \ y se ve que las soluciones a, 
p del sistema son numeros reales. 
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Consideremos ahora el caso en que el polinomio caracteristico 
P A (X) del operador lineal A tenga una raiz (real) doble Xj. Entonces 
sabemos que Xj, ademas de rai'z del polinomio p A (X) , es también rafz 
de su derivada p' A (X). Por consiguiente, la identidad 

X k - PA(*-)‘9(X) + aX + p 

proporciona la ecuacidn aXj + p = x\ mientras que su derivada 

XX = P'a W' Q W + Pa W ‘ ^ + ct 

provee, en virtud de las relaciones p' A (X l ) = 0 y p A (Xj) = 0, la 
igualdad a = k • X* -1 , luego p = X* (1 - k). 


22.C. Ecuaciones Lineales de Segundo Orden 

Estudiaremos tan sdlo las que tienen coeficientes constantes. Primero 
las homogéneas: 

*k+2 + a + bx k = 0 . (*) 


Podemos reducir el estudio de esta ecuacién al sistema lineal de 
primer orden: 


Xfc+l = Vk 

yjc +1 = -bx k -ay fc 




donde fue introducida la incognita auxiliar y fc = x k+1 (En particular, 
Vo = x i-l Usando los métodos del item 22.A, obtenemos las sucesiones 
(*fc) e (Vfc)» con valores iniciales x 0 , y 0 dados. Esto significa que la 
ecuacion (*), cuando son fijados los valores iniciales x 0 , x,, tiene por 
solucidn la sucesidn (x^) que corresponde al sistema (**). En efecto, 
tenemos 

x k+2 ~ Vk +1 = ~ bx k~ a Vk = -bx fc -ax k + I . 
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Por lo tanto Xfc+ 2 +ax fc+1 +bXfc =0. 

Observe que el polinomio caracteristico del sistema (**) es 
p(A.) = X. 2 +aX. + b. Esto sugiere que, a fin de estudiar la ecuacién (*), 
no es necesario el estudio previo de los sistemas lineales. 

A continuacion, mostraremos cémo resolver la ecuacion (*), in- 
dependientemente de los sistemas lineales. 

Observemos primero, que el subconjunto ScR ', formado por 

las sucesiones x = (x 0 , xi . x k ....) que son soluciones de la ecua- 

cién x fe + 2 +ox k+1 +bx k =0, es un subespacio vectorial de dimen¬ 
sion 2. 

Que S es un subespacio vectorial, es de verificacién inmediata. (S 
es el nucleo del operador A:R*‘-> R*, definido por Ax = y, donde y k = 
Xjc + 2 +ax k*l +bx k .) Ademås, lo comentado al inicio de esta seccién 
sobre la existencia y unicidad de la solucion de una ecuacion de se- 
gundo orden x fc+2 = /(x^. x fe + 1 ), con valores iniciales x 0 , x x prefija- 
dos, significa precisamente que la funcion S -» R 2 , que a cada solu¬ 
cion x = (x k ) de la ecuacion (*), le asigna el par ordenado (x 0 , Xj) de 
sus dos primeros términos, es un isomorfismo entre S y R 2 . En conse- 
cuencia, el espacio vectorial S tiene dimensién 2. 

Este argumento prueba también que si x = (x^) y x' = (x£.) son 
dos soluciones de la ecuacion x k+2 + ax (c + i + ^ x k ~ ® tales c l ue ^ 03 vec ' 
tores (x 0 , xj y (xq , Xj) son linealmente independientes, entonces to¬ 
da solucion de esta ecuacion se expresa, de modo unico, como combi- 
nacion lineal ax + px'. 

La segunda observacion es que si r es una raiz del polinomio ca¬ 
racteristico X 2 + a X + b = 0 entonces la sucesion r* = |l,r,r 2 ,,..,r ,...) 
es una solucion de la ecuacion x k + 2 +ax fe + i +bx k = 0. 
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En efecto, de r 2 + ar + b = 0 se sigue que 

r fc+2 +ar fc + i +br k = r k (r z +ar + b ) = r k xO = 0. 

Resulta de estas dos observaciones que, para determinar todas 
fa© soluciones de la ecuacidn x k+2 + i + ^ x k ~ 0, debemos usar 

las raices de su polinomio caracteristico con el fin de obtener dos so¬ 
luciones linealmente independientes. Todas las demås soluciones se- 
rån combinaciones lineales de éstas. 

Hay 3 casos a considerar. 

Primer caso. El polinomio caracteristico X 2 + ak+ b tiene dos raices 
reales distintas r, s. 

Entonces las sucesiones 

r *-( 1 - r ’ r!! . y ***( i -«.* 2 . 

son soluciones y, como r * s, los vectores iniciales (1. r) y (1. s) son L.I. 
en R , luego r* y s* son linealmente independientes en R TO . La solu- 
cidn general de la ecuacidn x k+2 + ax k + l x k ~ 0 es, por lo tanto, 

x k =ar fc +ps fc , 

donde las constantes a y p pueden determinarse de modo que x 0 y xj 
tengan valores prefijados. 

Ejemplo 22.8. La ecuacidn x k+2 -3x k + } + 2x k = 0 tiene el polino¬ 
mio caracteristico X 2 - 3 X. + 2 cuyas raices son r = 1, s = 2 . La solu- 
cidn general de esta ecuacidn tiene la forma x k = a + 2 k ■ p. Si quere- 
mos, por ejemplo, la solucion con x 0 = 1 y x, = 0, tenemos que hallar 
a, p tales que a + p = lya + 2p = 0,lo que nos da a = 2, p = - 1, luego 
la solucidn buscada tiene la forma x k = 2 - 2 k . 

Segundo caso. El polinomio caracteristico X 2 + ak+ b tiene una raiz 
ioble, r*0. 
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Se tiene r = -a/2, luego 2r + a = 0. Ya sabemos que una solu- 
cion de la ecuacion Xfc+2 + ax fc + l + ^ x k ~ ® es r * ~ (l- r > « rk < ••• }• 
Afirmamos que r** =(0,r,2r 2 ,...,(cr fc ,...) es otra solucién. En efec- 
to, si x k = k r k entonces 

x k+2 +ox k + l + bx k - (k+ 2)r k + z +a(k+ l)r k+1 +bkr k 
= r k [k( r z +ar + b) + r(2r + a)] - 0. 

Ademås, como los vectores (1, r) y (0, r) son L.I. en IR 2 , se sigue que 
r* y r** son soluciones linealmente independientes, luego la solucién 
general de la ecuacion dada tiene la forma 

x k = ar k +(ikr k - r fc (a + pk), 

donde las constantes a y p pueden determinarse haciendo que x 0 y 
X] asuman los valores iniciales preestablecidos. 

Ejemplo 22.9. Sea la ecuacién x k+2 -6x k+1 +9x k - 0. Su polinomio 
caracteristico tiene la rafz doble r = 3. La solucién general de esta 
ecuacién es x k = 3 k (a + fik). Si imponemos los valores iniciales x 0 = - 1, 
Xj = 1 obtenemos a = -l, p = 4/3, luego la solucién que tiene esos 
valores iniciales es x k - 3 k (-1 + 4k/3). 

Ejemplo 22.10. Una progresién aritmética puede también conside- 
rarse como solucién de una ecuacién en diferencias finitas de segundo 
orden, a saber, la ecuacién x k + 2 ~ x k*i ~ x k +1 “ x k- Escribiéndola en 
la forma x fc + 2 - 2x k + j + x k = 0, vemos que su polinomio caracteristico 
tiene la rafz doble, r = 1; luego su solucién general es x k = a + pk, es 
decir, la progresién aritmética de primer término a y razén p. 

Tercer caso. Las rafces del polinomio caracteristico X 2 + aX + b son 
los numeros complejos a ± i p con p * 0, i = V=T. 
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Escribimos el numero complejo r = a + i P en la forma trigono- 
métrica r = p{cos 0 + i sen 0). Exactamente como en el caso real, verifi- 
camos que la sucesion de numeros complejos r k - p k (cos k 0 + i sen kø), 
k = 0,l,2,...,es solucion de la ecuacién dada. Pero es obvio que si a y 
b son numeros reales y la sucesién compleja (z 0 , Zj,..., z k ,...), con 
z k = x k +iy k , es solucion de la ecuacion z k+2 + az k+i + bz k = 0 en- 
tonces su parte real x k y su parte imaginaria y fc cumplen x k + 2 + 
ax fc + 1 +bx k = 0 e y k+2 + ay fc+1 + by k - 0, respectivamente. 

Luego las sucesiones x k = p k cos k 0 e y k = p k sen k 0 son solucio- 
nes de la ecuacién dada. Ademås, como (x 0 , x : ) = (1, p cos 0), (yø. yi) = 
(0,psen0) y sen 0*0 (pues el numero r no es real), vemos que 
( x o, xj y (y 0 , yi) forman una base de IR 2 . Por consiguiente, las solu- 
ciones x k = p k cos k 0 e y k = p k sen k 0 son linealmente indepen- 
dientes. 

Se sigue que la solucién general de la ecuacién x k+2 + a x k+1 + 
bx k — 0, cuando a 2 < 4b, es dada por 

x k = p k [a cos k 0 + p sen k ø] , 


donde las constantes a, p pueden determinarse de modo que Xq y Xj 
asuman valores arbi trar iamente prefijados. 

Ejemplo 2.11. El polinomio caracteristico de la ecuacién x k+2 - 2x k+1 + 
4x k = 0 tiene las rai'ces complejas 1 ± i -J3 . Escribiendo 1 + i>/3 en su 
forma trigonométrica, tendremos, 1 + i >/3 = 2 (cos 60° + i sen 60°^ = 2 • 
(cos + i sen -||. La solucién general de la ecuacién dada es 


= 


2 k 


k jt 

a cos —— 
3 


+ psen 


kjt 

3 
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Si queremos, por ejemplo, obtener la solucién tal que xq — 5, X| -7, 
los mimero8 a y p deben satisfacer las condiciones a = 5, P = 2 V3/3. 

Como se ve, la discusién directa de las ecuaciones de segundo 
orden (lineales homogéneas, con coeficientes constantes) es mås sim¬ 
ple que el estudio de sistemas de los cuales ellas son casos particula- 
res. 

22.D Ecuaciones con Segundo Miembro Constante 

Las ecuaciones que trataremos ahora, son de la forma 
x k + 2 +ax k + l +bx k = c ■ 

Sabemos que la solucién general de esta ecuacion es la suma de 
una solucion particular, que obtengamos por cualquier proceso, con la 
solucion general de la ecuacion homogénea x k + 2 + ox k+l + bx k = 0. 
Como ya aprendimos a determinar esta ultima, nos basta explicar 
cémo se puede conseguir una solucion particular. 

Comencemos ensayando una solucion constante x k = d. Debe- 
mos tener d + ad + bd = c, es decir (1 + a + b) d = c. Por lo tanto, si 
1 + a + b * 0,1a unica solucion constante posible para la ecuacion da- 
daes Xjf = d = (1 + a + b) _1 -c. 

Si l + a + b~0, la ecuacion dada (con c * 0) no puede tener so¬ 
lucion constante. Ensayemos una soluciån del tipo x k =k d. Sustitu- 
yendo, en la ecuacién dada, x k por k d vemos 

(fc + 2)d + a(k + l)d + bkd = c 
o 

(1 +a + b) kd + (a + 2) d = c . 

Como 1+a + b = 0, obtenemos (a + 2)d = c. Por tanto, sil + a+ b = 0y 
a * - 2,1a sucesion x^ = #c c • (a + 2) _1 es una solucion particular. 
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Finalmente, si 1 + a + b - 0 y a~-2 entonces b = 1 y la ecua- 
cidn dada se convierte en x fe+2 - 2x k + 1 + x k = c, que no tiene solucion 
constante ni del tipo x k =kd. Ensayemos una solucion de la forma 
x k =k 2 d. Sustituyendo x k por este valor en la ecuacion, obtenemos 

(k 2 +4k + 4)d-2(k z + 2k + l)d + k 2 d = c , 

es decir, 2d = c, luego d = c/2. Una verificacidn inmediata muestra 
que, efectivamente, x k = k 2 c/2 es una solucién particular de la ecua- 
cién x k+2 - 2 x k + l +x k -c. 

Observacion: Al inicio de esta seccion, vimos que la ecuacién de se- 

gundo orden x k+2 +ax k+l +bx k = 0 puede ser resuelta considerando 
el sistema 

x k+l “ Vk 

Vfc + i = - bx k -ay k . 

Veremos ahora que, reciprocamente, para resolver el sistema 

x *+i = ax k + bl>k 
Vfc + i = cx k +dy k , 

con vector imcial u 0 = (x 0 , y 0 ), podemos reducirlo a una ecuacion de 

segundo orden, resolverla por el método que acabamos de exponer v 
obtener, a continuacién, la solucion del sistema. 

Evidentemente, uno de los numeros a, b, c, d es diferente de ce- 
ro. Para fijar ideas, supondremos que b * 0. Si (x k ) e (y fc ) son las so- 
luciones del sistema {*) entonces 

x k + 2 ~ ax k+l + + i 

= ax Jc+i +bcx k + bcfy fc 
= ax fc +1 +bcx k +dx k + l ~adx k , 
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luego, 

x fc+2 -(a + d)x fc+ ,+(ad-bc)x fc = 0 <**> 

Para resolver el sistema (*) con vector inicial o 0 = (x 0 , y 0 ), to* 
mamos la solucion (x fc ) de la ecuacion (**) con los valores iniciales x 0 
(dado) y Xj =ax 0 +bjf 0 (con y 0 también dado). En seguida, definimos 
la sucesion (y k ) mediante y k = (x k+1 -ax k ) jb. Esto da inmediata- 
mente x k + j -ax k + b y k . Ademås, el valor y 0 obtenido en esta for- 
mula coincide en el valor inicial y 0 anteriormente estipulado. Tam¬ 
bién se tiene 

Vk, 1 = \[ X k,2 ~ ax k + l] 

= -~[(a + cf)x fc+ ,+(bc-ad)x k -ox fc+1 ] 

= ^[(a + c/)(ax k + by k } + (bc-ad)x (c -ax k+1 ], 

Simplificando tenemos y fc + 1 =cx fc + dy k , luego las sucesiones (x k ) e 
(y k ) forman la solucion buscada del sistema (*). 

Ejercicios 

22.1. Para cada una de las ecuaciones siguientes, determine la so¬ 
lucion que tiene el valor inicial indicado 

(a) x k+1 - x k -7, x 0 =0. 

(b) x k+1 - 6x fc , x 0 = 1. 

(c) x k+1 = 2x k +5, x 0 =3. 

(d) x k+ i = x k + k, x 0 = 2. 

(e) Xfc+1 = 
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22.2. Pruebe que el conjunto de las soluciones de una ecuacion del 
tip° x k+i = a k x k + b k (lineal, de primer orden, homogénea o no, con 
coeficientes variables) es una variedad afin de dimensién 1 en R*. 
iEn qué condiciones es un subespacio vectorial? 

22.3. Una solucién del sistema 

x k+l = a k x k + bkVk + Pk 
yfc+i = Ck x k + ^kVk + Qk 

puede describirse como un par {s, t) de sucesiones 

s = (x 0 ,...,x fc ,...), 

t = («o. 

por tanto, es un elemento de R” 0 x R 00 . Pruebe que el conjunto S de 
esas soluciones es una variedad afm de dimension 2 en el espacio 
vectorial R x R 00 . ^En qué condiciones S es un subespacio vectorial? 

22.4. Para cada uno de los sistemas siguientes, halle la solucion 

( u 0. v k .-••)» Wfc = (xfc, yfc), que tiene el valor inicial u 0 = (x 0 , y 0 ) in- 

dicado: 

x fc+i = 2x fc + 9y fc x fc + 1 = Sx^ +16y k x k + 1 = x k +3y fc 

y* + i = x k + 2 Vk Vk*\ = ~4x k -13y k y k *i = -2x t +y t 

( x o ' Vo) “ P. - 2) (x 0 «y 0 ) = {3,2) (x 0 .y 0 ) = (-2,3) 


22.5. Sea u k = (x k , y k ) una solucion del sistema 

x k +1 ~ 2x k -y k 

Vk + \ ~ ^ x k ~ %Vk ■ 

Demuestre que, sea cual fuere el vector inicial u 0 = (x 0 , y 0 ), se tiene 
x k ~ Vk - 0 para todo k> 2. 
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22.6. Sean k y p las raices caracteristicas (reales o complejas) del 
operador A: R 2 -> R 2 . Suponga que j k | < 1 y | p | < 1. Sea cual fuere el 
valor inicial u 0 = (x 0 , y 0 ), pruebe que la solucién u k - (x k , y^) del sis- 
tema u fc+1 = A t» fc cumple lim x k - 0, lim y fc = 0. 

22.7. Sean r = (x 0 . x k ,...) y s = (y 0 . y k ,...) soluciones de la 

ecuacién z (c+2 +a 2 ktl + bz k = 0. Asigne V(erdadero) o F(also): 

( ) Si r y s son L.I. entonces, para indices cualesquiera k * C , los 
vectores u = (xj,., x f ) y v = (y k , y,) son L.I. 

{ ) Si existen k * t tales que los vectores u = (x fc , x,) y v = (y k , y,) 
son L.I., entonces las soluciones rys son L.I. 

( ) Si, para todo k > 0, los vectores u = (x k , x^ +1 ) y o = (yfc . y/c+i) 
fueran L.D. entonces rys son L.D. 

( ) Si ry s son L.D., entonces u = (x ic , x,) y u = (y fc , y,) son L.D., pa¬ 
ra cualesquiera k y f 

22.8. Sean r = (x 0 ,..., x k ,...), s = (y 0 ,..., y fc ,...) y t = (z 0 . z k ,...) 

soluciones de la ecuacion + ow k+2 + ^ >UJ k + l +c k w k = Pruebe: 

(a) Si existen k < f < m tales que los vectores v = (x k , x, , x m ), 
u' = (y k , y,, y m ) y v" = (z k ,z ,, z m ) son L.I. entonces las sucesio- 
nes r, s y t son L.I. 

(b) Si r, s y t son L.I. entonces existe k > 0 tal que los vectores 

y = ( x k- x fc + i’ x ic + 2 )» , y fc+1 ,y fc+2 ) y v " =( z k' z Jc + i’ z ic + 2) 

son L.I. 

22.9. Pruebe que las sucesiones r = (1,2.3,4.0.0, ...), s = (1.2.3.1. 
0,0,...) y i = (1,0,0.3, 0.0....) no pueden ser soluciones de la misma 
ecuacion x k+3 + ax k + 2 + b x k + \ + c k = 0. (Sugerencia: item (b) del ejer- 
cicio anterior.] 
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22.10. Sea E: IR™ -» R™ el operador lineal definido por 

£ ( x o- x i. = ( x i> x 2. x fc+i*-") 

Pruebe que un subespacio vectorial ScR* es el conjunto de las solu- 
ciones de una ecuacién lineal homogénea de orden n con coeficientes 
constantes, 

x k+n + a l x k + n -1 + “■ + O n X^ =0, 

si y sålo si, cumple las siguientes condiciones: 

(1) S es invariante por £; 

(2) S tiene dimensiån finita, igual a n. 

22.11. El método presentado en 22.B para calcular las potencias A k 
aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton da las formulas explicitas 
para esas potencias como combinaciones lineales de I, A, ... , A n_1 pe¬ 
ro usa las rai'ces caracteristicas del operador A, que son fåcilmente 
calculables en dimensién 2, pero dificiles de obtener en dimensiones 
superiores. En caso no se desee una formula general para A k , sino 
solo el calculo explicito de una de esas potencias, como A 10 por ejemplo, 
la alternativa siguiente utiliza tan sélo el cålculo del polinomio carac- 
teristico p A (X), 6 lo que es mås factible, se usa el algoritmo de la divi- 
sién para escribir X k =p A (X). q(X) + r(X), donde el grado del resto 
r(X) es menor que la dimension del espacio £. Entonces A k = r(A). 
Usando este método, pruebe que, dado el operador A: IR 3 -> R 3 , defi¬ 
nido por A(x.y.z) = (x + 2y + 3z.3x + y + 2z,x-y + z), se tiene entonces 
A 5 = 40 A 2 + 19 A - 143 • / y A 10 = 14281 A 2 + 2246 A - 49071 ■ /. 

22.12. Para cada una de las ecuaciones siguientes, determine la so- 
lucion que tiene los valores iniciales indicados. 

x k + 2 = x k+i + 20x k’ x o =~3, Xj = 2. 

(b) 5 x k + 2 = 2x fc + ! -5 x fc, x 0 =2, Xj = -l. 
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(c) x k+2 -6x fc+1 + 25x k = 0, x 0 = 1, x 2 = 3. 

22.13. La sucesion de Fibonacci (xø, Xj,x k ,...) es definida por 
las condiciones x 0 = 0, Xj = 1 y x k + 2 - x k+l + x k • Obtenga la férmula 
general para x^en funcion de k, pruebe que x k+2 = 1 + Xj + ••• + x k y 
que 

|j m firt i - (el niimero de oro). 

*-»•* x k 2 

22.14. iCuål es la férmula que expresa x k en funcién de x 0 , Xj y k, 
sabiendo que 

Xfc+2 = "2 ( x k+l + x fc) 

para todo k > 0? 

22.15. Resuelva la ecuacién x fc+3 - 6x k+2 + llx k + i - 6x fc = 0 . 

22.16. Halle la solucion u k = ( x k , y^) del sistema 

x k + 1 = x k -a(x k -if k ) 
yic+i = Vk + P( x k - yt). 

con vector inicial Vq = (xq , yø), con yo < x 0’ 0 < a < 1 y 0 < p < 1. Prue- 
be que limxjj =limyj t = (Pxq + a yo)/( a + P)> I ue 6° e8 ^® lfmite esté 
mds préximo de x 0 que de y 0 si, y solo si, a < p. Demuestre que, 
x k < y k para todo k si, y solo si, a + P < 1, en cuyo caso la sucesién 
(xj,.) es decreciente e (y^) es creciente. 

[Observacion: este sistema es un modelo para una situation simple 
de intercambio. Cada x k es el precio del vendedor e y fc es la propues- 
ta del comprador. En cada etapa, el vendedor ofrece un deseuento 
proporcional a la diferencia de precios en la etapa anterior y el com- 
prador, por su parte, aumenta su propuestå dé modo anålogo. Si la 
suma a + P, de la constante del vendedor con la del comprador, es 
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mayor que 1, ya en la primera etapa se tiene xj < y lt lo que daria el 
Uamado “asunto de padre a hijo”...] 

22.17. Sea x k + 2 + ax k+i + ^ x k - 0 una ecuacion cuyas raices caracte- 
risticas son los complejos conjugados ry r. Escriba r = p (cos 0 + i sen 0) 
como x k = a p k cos (p + k 0), donde las constantes a y p pueden ser de- 
terminadas haciendo que Xq y xj asuman valores iniciales preesta- 
blecidos. {Sugerencia: la eeuacidn dada admite la solucion general 
compleja x k = C,r k + qr*, donde C,, q € C son arbitrarios. Tomando 
q = C,, se obtiene la solucion real x k = 2 Re . Escriba C, = % ( cos P + 
i sen P) y use la formula cos (x + y) = cos x cos y - sen x • sen y.] 

22.18. Dada la eeuacidn x k+ 2 +ax k + ^+ bx k = c k , donde c no es raiz 
caracteristica, pruebe que existe M g IR tal que x k = M - c k es una so- 
lucidn particular. Si c es una raiz caracteristica diferente de -a/2, 
pruebe que existe N tal que x k = Nkc k es una solucion particular. Y 
si c = -a/2 es raiz caracteristica, demuestre que existe P tal que x k = 
Pk 2 c k es una solucion particular. 

22.19. Si ujf+i +w k> donde j ct | < 1 y lim w k = 0, pruebe que 

k->v 

lim u k = 0. 
k~*x 

22.20. Sea A: £ -» £ un operador lineal cuyos autovalores cumplen 

|*-l| < 1. — > Pruebe que, para todo ue£,se tiene lim A k u = 0. 

k-*Q o 

[Sugerencia: Tome una base {uj,..., u n } c £ en la cual la matriz de A 

sea diagonal superior. Observe que Auj = tu + \ ( u t , donde u; eS(u 1 . 

u,_i) si i > 1 y A Ul =X lUl . Luego A k * i u, - A k w + k, A k u,. Ponga 
Ufc = A k u h w k = A k w, a = Xj y tenga v k+i = av k + w k . Use induccion 
sobre i, y el ejercicio anterior, para inferir que lim A k u f = 0 (/ = 1, 

k-yx- 

..., n), y de ello que lim A k v - 0 para todo u e £.] 

k~yx 
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El objetivo de este apéndice es probar que, dado un operador lineal 
; £ _> E en un espacio vectorial complejo de dimension finita, existe 
una base de E en la cual la matriz a de A estå formada por una serie 
de “bloques de Jordan” a lo largo de la diagonal. Un bloque de Jordan 
es una matriz triangular inferior cuyos elementos diagonales son to¬ 
dos iguales a un mismo autovalor de A, y los elementos inmediata- 
mente debajo de la diagonal son iguales a 1. Se dice entonces que la 
matriz a estå en la forma canånica de Jordan. Cuando E posee una 
base formada por autovectores de A, los bloques de Jordan son todos 
lxl y, en este caso, la forma canånica de Jordan para A es una ma¬ 
triz diagonal. 

La forma canånica de Jordan muestra la matriz mås simple que 
puede obtenerse para el operador A. Es litil en el estudio de temas que 
involucran potencias sucesivas del operador A, como las ecuaciones 
diferenciales lineales y las ecuaciones en diferencias finitas lineales. 


Al. Operadores Nilpotentes 

En esta secciån, estudiaremos un tipo mås de operadores que pueden 
representarse con matrices especialmente simples, a saber, los ope¬ 
radores nilpotentes. Los espacios vectoriales aqui considerados pue¬ 
den (indiferentemente) ser reales o complejos. Tampoco es necesario 
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un producto interno. Veremos que, como en el caso real, los operado- 
res nilpotentes tienen matrices triangulares. El estudio que hacemos 
a continuacidn, sirve de preparacidn para la seccidn siguiente. 

Un operador lineal A -.E-+ E se denomina nilpotente si A k - 0 
para aigun k € N. El indice de un operador nilpotente es el menor 
k e N, tal que A k = 0. Esto significa que A*^ 1 * 0 y A k = 0. 

Anålogamente, una matriz cuadrada a se llama nilpotente si 
* k = 0 para aigun k e N. Si a k_1 / 0ya k =0,se dice que la matriz 
nilpotente a tiene indice k. 

Ejemplo Al.l. El operador de derivacidn D: ZP n ZP n es nilpotente 
con indice n + 1. 

Ejemplo Al. 2. Un ejemplo simple de matriz nilpotente es dado por la 
matriz kxk cuya fc-ésima columna es el vector nulo y, para 1 < j<k~ 1, 
su j-ésima columna es ej+\ e R*. Para k = 4 esa matriz tiene la forma 
siguiente: 

'0 0 0 0] , f 
1 ° 0 0 
a “ 0 1 0 0 ‘ 

0 0 1 oj 

La matriz de este ejemplo proviene del operador A:R fc R fe , definido 
por Ae 1 =e z , ... , Ae k _ 1 -e k , Ae k = 0. Evidentemente, A k = 0 y 
A fc_1 * 0 . Luego el indice del operador A (y de la matriz a), es k. 

Teorema Al.l. Dado el operador A:E -» £, sea u e E un vector tal 
que A*" 1 u * 0 y A fc u = 0. Entonces u, Au, ... , A fc_1 u, son vectores 
linealmente independientes. 

Demostracién: Sea 

aj u + a 2 Aiu '+ ••• + a k A k ~ l u = 0 . 
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Aplicando el operador A k 1 en ambos miembros de la igualdad, obte- 
nemos aj A k ~ 1 u = 0. Como A*' 1 u * 0, entonces aj = 0. Luego 

a 2 Au + ••• + a k A fc_1 u = 0 . 

Aplicando el operador A k ~ 2 , resulta a 2 A k ~ l u = 0. Entonces a 2 =0. 
Prosiguiendo anålogamente, se obtiene dj = a 2 = ••• = a k = 0. □ 

Corolario 1. En un espacio vectorial de dimensiån n, el indice de un 
operador nilpotente es < n. 

Corolario 2. Sea A-.E—>E un operador nilpotente de indice n en un 
espacio vectorial E, de dimensiån n. Existe una base de E en la cual la 
matriz de A tiene la forma siguiente: 

0 0 0 0 0 ' 

10 0-00 
0 10-00. 

0 0 0 1 o 

Se cumple, evidentemente, la redproca del Corolario 2: si algu- 
na matriz del operador A :E -> E (con dim £ = n) tiene la forma cita- 
da, entonces A es un operador nilpotente de indice n. 

Si el indice del operador nilpotente A: £ -» £ es menor que la 
dimensidn del espacio £, entonces existe una base de £ en la que la 
matriz de A estå formada por bloques del tipo anterior, dispuestos a 
lo largo de la diagonal. 

La idea de la demostracidn es muy simple, pero la notacién 
puede resultar extensa. A fin de evitar complicaciones, trataremos los 
casos de indices mås bajos, indicando (claramente) el proceso inducti- 
vo que conduce al caso general. 
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El argumento se basa en lo ya establecido en la demostracién 
del Teorema del Nucleo e Imagen, y que destacamos a continuacién 
como un 

Lema. Sean [ Au x ,..., Au p J una base de la imagen del operador A : £ 
-> E y joj,..., u q | una base del nucleo de A. Entonces el conjunto 
jtq,..., u p , Oj,..., v q } es una base de E. 

Sea inicialmente el operador nilpotente A: E -* £, de indice 2: 
A*0 y A 2 =0. 

Tomemos una base { A Uj,..., Au p } de la imagen de A. La con- 

dicidn A 2 - 0 significa que Im(A) c N'(A), por tanto existen vectores 
u lt ..., v q tales que 

U = {Auj.Aup,«]. 

es una base de N(A). Por el Lema, el conjunto 

V = {uj, Au 1 ,...,u p ,Au p ,u 1 . 

es una base de £. 

Respecto de V, la matriz del operador nilpotente A -.E -> £, de 
indice 2, es formada por p bloques de matrices 2 x 2 del tipo 

0 0' 

_1 0 

a lo largo de la diagonal, seguidos de q columnas nulas.(Aqui, p es el 
rango deA y 2p + q = dim £.) 

Por ejemplo, si A: R 5 -> R 5 es nilpotente de indice 2, su matriz 
en la base V tiene una de las formas siguientes, segun su rango sea 2 
61: 
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0 

0 

0 

0 

0 “ 


0 

0 

0 

0 

0 ' 

1 

0 

0 

0 

0 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

> 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 


En seguida, consideremos un operador nilpotente A : E -» E , de 
fndice 3. 

La restriccién de A al subespacio invariante Ira. (A) es un ope¬ 
rador nilpotente de fndice 2. Como sabemos, los elementos de 2m(A) 
son todos de la forma A u . Entonces (por lo visto anteriormente), exis- 
te una base de Im (A) del tipo 

|Auj, A 2 li! . Au p ,A 2 u p ,Au l . AOq} , 

con A 2 Uj = ••• = A 2 u q = 0. Los vectores linealmente independientes 
A 2 Uj, ..., A 2 u p , Av\, ..., Av q pertenecen al nticleo de A, luego pue- 
den incluirse en una base: 

U = {a 2 U!.A 2 u p , Ao 1 .AOq , ,.... w r | c M(A) . 

Se sigue del Lema que el conjunto 

V = [uj, Au : , A 2 u v ... ,u p , Au p , A 2 u p , o 1( Auj ,, u q , Au q w T J 

es una base de E. 

Respecto a esta base V, la matriz del operador nilpotente A: E 
-> E, de fndice 3, estå formada por p bloques de matrices 3 x 3 de la 
formå 

'0 0 0' 

10 0 
0 1 0 
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a lo largo de la diagonal, seguidos por q bloques de matrices 2 x 2 de 
la forma 

0 0 ‘ 

.1 oj’ 

también a !o largo de la diagonal, y por r columnas de ceros. (Aquf, p 
es el rango de A 2 , 2p + q es el rango de A , y p + q + r es la dimen¬ 
sion de Af(A).) 

Eventualmente, se puede tener q = 0 6 r = 0 (o ambos), pero las 
tres primeras columnas del operador nilpotente A, de l'ndice 3, en la ba¬ 
se V, deben ser e 2 , e 3 y 0. 

La argumentation anterior asegura para un operador nilpotente 
^ —> R de fndice 3, una base V en la que su matriz tiene una de 

las siguientes formas: 


0 

0 

0 

0 

0 ' 


0 

0 

0 

0 

0 ' 

1 

0 

0 

0 

0 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

o 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

0 

0 


segun el rango de A sea 3 6 2. 

El caso general se trata de la misma manera. A fin de dar més 
precisidn y claridad a su enunciado, vamos a presentar la siguiente 
definicidn. 

Dado un operador nilpotente A-.E-+E. Decimos que un subespa- 
ci° vectorial FcE es ciclico (respecto de A) si existe un vector u e F 
tal que A m u = 0 y [u, Au,..., A m * 0 } es una base de F. En otras pa- 

labras, FcE es un subespacio vectorial de dimensién m, invariante 

por A, y la restriccién de A al subespacio F es un operador nilpotente 
de indice m. 
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Por ejemplo, en la base V , obtenida cuando analizamos un ope- 
rador nilpotente de mdice 3, cada uno de los vectores Uj,..., u p gene¬ 
ra un subespacio ciclico de dimension 3, cada Vj (j- 1, ... , q) genera 

un subespacio ciclico de dimension 2 y cada w, (f- 1,..., r) genera un 
subespacio ciclico de dimensidn 1. (Esto significa que A = ■■• = 
Aw, =0.) 

El resultado fundamental sobre operadores nilpotentes es el 

Teorema Al .2. Sea A E E un operador nilpotente de indice k en 
un espacio vectorial de dimension n. Existen enteros kj = k > ^2 - ^ 

k r > 0, tales que E - Fj ® ••• © F r , donde cada fj es un subespacio ci¬ 
clico de dimension k r 

Evidentemente, kj + + k r = n. 

Tomando en cada (i = l.r) una base V, = {u, ,Au,. 

obtenemos una base V = U ... UV r , respecto a la cual la 

matriz de A estå formada por r bloques a ( e M (kj x k ( ] a lo largo de la 
diagonal. Cada bloque a ( tiene la forma vista en el Ejemplo 2: para 
j<fc, su j-ésima columna es e^i e en tanto su kj-ésima columna 
es cero. 

A2. Existencia de la Forma Canénlca de Jordan 

Sea un operador lineal A: E -> E en un espacio vectorial complejo de 
dimensidn finita. Probaremos que existe una base en E en la que la 
matriz de A tiene la forma candnica de Jordan: es triangular inferior, 
los autovalores que forman su diagonal son repetidos consecutiva- 
mente segun sus multiplicidades algebraicas, ademås, los elementos 
inmediatamente bqjo la diagonal son iguales a 0 d 1, y todos los de- 
mås elementos son nulos. 

Teorema A2.1. Sea A:E -> E un operador lineal en un espacio vecto¬ 
rial (real o complejo) de dimension finita. Existe una descomposicion 
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E - F ® G, como suma directa de subespacios invariantes F, G tales 
que A es nilpotente en Fe inversible en G. 

Demostracién; Como la dimensién de £ es finita, entonces la suce- 
sién de subespacios invariantes 

£ zd Zm(A) =3 Zrn^A 2 ) 

no puede ser estrictamente decreciente. Sea entonces k el menor nu- 
mero natural tal que Zm^A^j = Xm^A* c+ *j. Afirmamos que entonces 
Xm^A^ 1 ] = Zm(A fc+2 ). En efecto, 

Zm(A k+2 ) = A[Zm(A* +1 )] = A[Zm(A fc )] = Zm(A fc+1 ). 

Se sigue que Zm (A k+2 j = Zm (A fc+3 ), etc. Nétese que se cumple 
JV(A)c.Y(A 2 )c Cj ¥(A fc ) = Af(A fc+1 ) = tf(A k+2 ) = .... 

En efecto, por el Teorema del Nucleo e Imagen, tenemos 
dim = dim£-dimZm^A fc+1 ) 

= dim£ - dimXm(A fc ) = dim N[A k j. 

Sean f = N{A k } y G = Zm(A fc ). Evidentemente, F y G son invarian¬ 
tes por A y la restriccién A: F -» £ es nilpotente. Ademés, la restric- 
cién A: G —> G es un operador sobreyectivo pues 

A(G) = A[Zm(A fc )] = Zm(A fc+1 ) = Zm(A fc ) - G. 

Luego A: G -> G es inversible. Demostremos ahora que £ - F + G. 
Dado ue£, como Xm(A fc ) = Zm(A 2(c ), existe xe£ tal que 

L OL 

A v = A x. Entonces, si escribimos 

u = (u - A k x) + A k x, 
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veremos que A k (o - A k x) = A k v - A^x = 0, luego u - A k x e F y, ob- 
viamente, A k x e G. Asi, todo elemento v e E es la suma de un vector 
de F con un vector de G, o sea, £ = F + G. Para concluir que 
E = F © G, s61o falta probar que F f| G = { 0 }. Ahora bien, sabemos 
que 

dimF + dimG = dim(F + G) + dim(FflG) 
s dimE + dim{Ff|G). 

Por otro lado, el Teorema del Nucleo e Imagen, aplicado al operador 
A k : E —> E , nos da dim E = dim F + dim G. Se sigue entonces que 
dim (F fl G) = 0, esto es, F D G = { 0 }. 

Teorema A2.2. Sea E = F © G como en el Teorema A2.1. Si Oq es la 
multiplicidad algebraica del autovalor 0 del operador A : E -> E, enton¬ 
ces la dimension del subespacio Fes igual a nQ.Ademds, Fes el nucleo 
y G la imagen de A"° : E-> E. Se sigue de ello que la descomposiciån 
E= F © G, con las propiedades enunciadas en aquel teorema, es uni• 
ca. 

Demostracion: Sean A':F-»F y A":G->G las restricciones del 
operador A a los subespacios invariantes F y G. Como A' es nilpoten- 
te y A" es inversible, el polinomio caracterfstico de A' es p A -(X.) = X n , 
n = dim F, y el de A" cumple con la condicién p A ..(0) * 0. La prueba 
del lema que precede al Teorema 20.1 nos da p A = p A . • p A ». Por otro 
lado, p A (X) = X n °-q(X), con q(0)*0. Asl, X n • p A ..(X) = • q(X), con 

p A .,(X) * 0 y q(0) * 0. Se sigue que n = n 0 . Siendo A nilpotente en el 
subespacio F de dimensidn n 0 , se tiene F c N[A"° j. Redprocamente, 
si u e N[A ,>0 j, escribimos u = v + w, con o e F (i.e. A n °o = 0) y w e G. 
Entonces 0 = A n ° v + A n ° u> = A n ° w. Siendo A inversible en G, de 
A n °ui = 0 se concluye que u> = 0, luego u = u e F. Asi, F = .Af(A r ' 0 ). 
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Para probar que G - Jm|A r '° j, observamos primero que siendo A in- 
versible en G, el operador A 0 : G —> G también es inversible, luego 
G c: I m (A" 0 j. Por otro lado, para todo ue£, escribiendo u = v + w con 
v e F y w e G, tenemos A" 0 u = A” 0 w e G (pues G es invariante por 
A) luego Im(A n °)cG. Asf, JmfA" 0 ) = G. □ 

Observacidn. ( Para utilizarla en la demostracién del préximo teo¬ 
rema.) Si E = Fy + ••• + F r y dim E > dimfj + ••• + dim£ r entonces 
E = Fi® ■ • © F r . En efecto, tomando en cada subespacio F ; una base 
Vj (i = 1,..., r), el conjunto 1/ = Vj U ... \JV r genera £ y el mimero de 
elementos de V es < dimE, luego V es una base de £. Asi, todo vector 
o g £ se expresa, de modo unico, como la suma v = uj + • • • + w r , con 
°l € fi.o r € F r . En otras palabras, £ = F 1 © © F r . 

Teorema A2.3. Sean A.j,..., X r los autovalores distintos del operador 
A: E E, en un espacio vectorial complejo de dimensién finita. Para 
cada i = 1 ,...,r, sean n, la multiplicidad algebraica de X, y £, = 

ff j^(A - X, /)"' J. Entonces dim E t =n { y E~E l ® ® E r . 

Demostracién: Probemos inicialmente que n, es también la multi¬ 
plicidad algebraica del autovalor 0 del operador A, = A - X, /. En efecto, 
P A (X) = det[(A - X, I) - X/] = det[A - (X + X t )/] = p A (x + X,).Tene 

mos PaW = (A.-X { )'g(X) con q(X t )*0. Luego p A (X) = p A (X + X,) = 

X n ‘ -r(X), donde r(X) = q(X + X,); por lo tanto, r(0) * 0. Teniendo esto, 
el Teorema A2.2, nos asegura que dim£ ( = n f . En particular, tenemos 
dim£j + ••• + dim£ r - dimE. Por la observation precedente, sélo nos 
falta probar que £ = Ej + ••• + E r . Ahora bien, el polinomio caracte- 
ristico del operador A se descompone en la formå 

pam = m-hf 1 - 

j=i 
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01W = n(*- -hf 1 ’ 

i*i 

obtenemos los polinomios q^A),... , q r (X), primos entre si. Por un co- 
nocido teorema del Algebra, existen polinomios m 1 (A.),..., m r (A.) tales 
que 

m i( x )<?iW + = L 

Se sigue que 

m l( A ) c *l( A ) + ■■' + m r (A)q r (A) = /. 

Asi, para todo v e £, se tiene 

u = Uj + ••• +v r , v, = mi{A)q,(A)u. 

Por el Teorem a de Cayley-Hamilton , tenemos 

,v-<j,(A) - (a - mmi(* - vf 

= n(A - yf - p a (a ) - o. 

J-l 

Luego A" 1 u, =0,o sea que u f e E f para todo i ~ 1,..., r. □ 

Teorema A2.4. Los subespacios E f (A - X, l) n ' ^definidos en el 
Teorema A2.3 son invariantes por cualquier operador B-.E-+E que 
conmute con A. 

Demo8tracién: AB = BA => (A-Xj/)B = B(A-Xj/) => (A - A., /) 1 B = 
B(A -Xjl) n ‘. Luego o e Ej => (A - Xj/) n ‘ Bv~ B(A-Xj/) n 'u = B 0 = 0 
=> Bu e Ej. □ 

Corolario. Los subespacios Ej,... , E r son invariantes por A. 




Un bloque de Jordan n x n, es una matriz triangular inferior de 
la forma 

"X 

1 X 

B(X;n) = • 1 

' X 

1 X 

donde los elementos de la diagonal son todos iguales, los elementos 
inmediatamente debajo de la diagonal son todos iguales a 1 y los de- 
mås elementos son ceros. 

Se dice que una matriz estå en la forma canonica de Jordan si 
ella es triangular inferior, con bloques de Jordan a lo largo de la dia¬ 
gonal y los demås elementos son ceros. Los bloques de Jordan deben 
estar agrupados consecutivamente en listas del tipo 

B(Xj ; kj), B(Xj; k 2 ),..., B^X t ; k s ^ J, 

donde k x + k 2 + ••• + k s , = n, = multiplicidad algebraica del autovalor 
Xj de la matriz dada. 

Por ejemplo, disponiendo los bloques B(Xj ; 3), B(X 1 ■ 1) y B(X 2 ; 2) 
a lo largo de la diagonal, obtenemos una matriz 6 x 6 en la forma ca- 
ndnica de Jordan: 

A-! 0 0 0 0 0 

1 X x 0 0 0 0 

0 1 Xj 0 0 0 

0 0 0 ^00 

o 0 0 0 X 2 o 

o o o o 1 x 2 
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Teorema A2.5. Para todo operador A: E —> £ en un espacio vectorial 
complejo de dimension finita, existe una base en la cual la matriz de A 
tiene la forma canonica de Jordan. 

Demostracién: Sea E - Ej ® ® E r la descomposicién asegurada 

por el Teorema A2.3. El Teorema Al.2 prueba la existencia de la for¬ 
ma canonica de Jordan para operadores nilpotentes. Ahora bien, para 
cada i = l,...,r, la restriccién A - I: £ f -> E f es nilpotente. Luego 
existe una base Vj c Ej en la que la matriz de A - \j I: E t —> Ej tiene 
la forma canénica de Jordan (con ceros en la diagonal). Luego la ma¬ 
triz de la restriccién A = (A - I) + X, I: E t -> Ej tiene la forma cané- 
nica de Jordan (con todos los elementos de la diagonal iguales a X t ). 
Se sigue que V = Vj U ••• U V r es una base de E en la que la matriz de 
A tiene la forma canonica de Jordan. □ 

Desde el punto de vista matricial, lo que acabamos de demos- 
trar significa que, para toda matriz cuadrada compleja a, existe una 
matriz (compleja) inversible p, tal que p" 1 a p estå en la forma cané- 
nica de Jordan. 

Ejemplo A2.1. Vamos a usar la forma canénica de Jordan para pro- 
bar que toda matriz inversible posee una raiz cuadrada (compleja). 
Inicialmente observamos que si x es una raiz cuadrada de p *ap en- 
tonces p xp _1 es una raiz cuadrada de a, pues 

(pxp' 1 ) 2 = pxp _1 pxp 1 = px 2 p _1 =p(p 1 ap)p“ 1 = a 

Por tanto, al probar la existencia de la raiz cuadrada de una matriz 
inversible, no se pierde generalidad al suponer que esa matriz estå en 
la forma canénica de Jordan, que es una forma triangular particular. 
En virtud de la inversibilidad, los elementos de la diagonal (auto- 
valores) son todos diferentes de cero. 

Trataremos explicitamente el caso 4x4, dejando para el lector 
el caso 3 x 3(mås simple) y el caso general (mås complicado, pero sus- 
ceptible del mismo tratamiento). 
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Tenemos entonces una matriz de la forma 

’a 0 0 0 ' 

b c 0 0 

* ” 0 d e 0 ’ 

0 0 f g_ 


con a, c, e, g diferentes de cero, y buscamos una matriz 

"x 0 0 0' 
y z 0 0 

x = 

m n p 0 
q r s t 


tal que x 2 


a. Ahora, un cålculo simple nos da 


x 


2 


x = 


y(x + z) 
m(x + p) + ny 
q(x + t) + ry + ms 


0 

z 2 

n(z + p) 
r(z + é) + ns 


0 0 

0 o 

p 2 o 

s(p + f) t 2 


Por tanto, las incdgnitas x, y, z, m, n, p, q, r, $, t, deben satisfa- 
cer las condiciones 

(1) x 2 =a, z 2 =c, p 2 = e, t 2 = g, 

(2) y(x + z) = b, n(z + p) = d, s(p + t) = f, 

(3) m(x + p) + ny = 0,r(z + t) + ns = 0, 

(4) q(x + t) + ry + ms = 0. 

Como a, c, e, g son diferentes de cero, podemos escoger x, z, p, t 
tales que las igualdades (1) sean satisfechas y, ademås, se tenga 
x + z*0,z + p*0, p + f*0, x + p^0,z + i*0yx + U0. Esto nos 



Apéndlc* 


La Formå Can6nk=a eta Jordan 


393 


permite determinar y, n, s de modo que satisfagan las igualdades (2), 
en seguida obtener m, r de modo que las igualdades (3) sean vålidas 
y, finalmente, usar (4) para determinar q. 

Observacidn: Una matriz no inversible puede no poseer raiz cua- 
drada. Este es el caso, por ejemplo, de la matriz 

0 0 ' 

1 0 ' 



Es fåcil ver que 
[x y 


matriz x = 


z t 


no existen numeros 
satisfaga x 2 =a. 


complejos x, y, z, 


t tales que la 


A3. La descomposicibn A = N + D 

En esta seccién, mostraremos como visualizar la forma canénica de 
Jordan intrinsecamente, expresåndola del punto de vista de operado- 
res en vez del de matrices. 

La forma canénica de Jordan, presentada en la seccién anterior, 
muestra que, dado un operador A: E —> E en un espacio vectorial com- 
plejo de dimensién finita, existe una base Vc E en la cual la matriz 
a de A es formada por bloques de Jordan a lo largo de la diagonal, es- 
tando agrupados consecutivamente los bloques correspondientes al 
mismo autovalor de A. Se sigue que a = n + d, donde d es una matriz 
diagonal, los elementos de esa diagonal son los autovalores de A re- 
petidos de acuerdo con su multiplicidad, y n es una matriz triangular 
inferior nilpotente (luego los elementos de su diagonal son todos igua- 
les a cero) en la que los elementos inmediatamente debajo de la dia¬ 
gonal son iguales a 1 6 a 0, y los demås elementos son nulos. 

De ahi resulta inmediatamente la descomposicién A = N + D, en 
la que D: E-> E es el operador cuya matriz en la base V es dy 
N: E -> £ es el operador nilpotente del que n es la matriz en la mis- 
ma base V. 

Un operador D -.E-+E se llama diagonalizable si existe alguna 
base de E en la cual la matriz de D es diagonal. Es decir, si la referida 
base de E estå formada por autovectores del operador D. 
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Asf, acabamos de probar que, en un espacio vectorial complejo 
de dimensidn finita, todo operador A; £ —> £ puede escribirse como 
suma, A = N + D, de un operador nilpotente con uno diagonalizable. 

En la notacidn del Teorema A2.3, IV es el operador cuya restric- 
ci6n a cada subespacio E, coincide con en tanto D restringido 

a cada uno de los E, es igual al,!. Como A - X, I y X, / conmutan pa¬ 
ra todo i = 1,..., r, se sigue que ND = DN. 

Demostraremos, a continuacidn, que esta es la una unica mane¬ 
ra de escribir A = N + D , con N nilpotente, D diagonalizable y 
ND = DN. 

Para mayor claridad, destacaremos como lemas dos proposicio- 
nes elementales que usaremos en la demostracidn de dicha unicidad. 

Lema 1. La restricciån de un operador diagonalizable D-.E-yEaun 
subespacio invariante F c £ es también un operador diagonalizable 
D-.F-+F. 

Demostracidn: Sea VcE una base formada por autovectores de D. 
Introducimos en E un producto interno imponiendo que la base V sea 
ortonormal. Respecto de ese producto interno, D cumple la condicidn 
(Du,v) = (u,Dv) para cualesquiera u, v e V (luego para cualesquiera 
u, v e£). Asf, D: £ -> £ es hermitiano. La igualdad (Du, v) = (u, Do) 
vale, en particular, para u,veF. En consecuencia, la restriccidn 
D:F -+ F es un operador hermitiano, por tanto diagonalizable. □ 

Lema 2. La suma de dos operadores nilpotentes que conmutan es, 
también, un operador nilpotente. 

Demostracidn: Sean M, N: E -» £ con M p = 0, N Q =0yMN = NM. 
Esta conmutatividad asegura que vale el binomio de Newton: 

p+q / \ 

(M + N) p+q = £| P + <? ]M i N p+ «- i . 

i=0 ' ' ' 
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En la suma anterior, los sumandos con i > p son nulos porque, en este 
caso, M l = 0. Si se tiene i < p entonces p + q-i>q, luego N p + q ~ 1 = 0. 
Asf, los sumandos con i < p también son nulos y concluimos que 

(M + N) p + q = 0. Q 

Teorema A3.1. Sea E un espacio vectorial complejo de dimension fi¬ 
nita. Para todo operador lineal A : E -> E, existe una unica descompo- 
sicidn A = N + D con N:E ->E nilpotente, D:E -> E diagonalizable y 
N D = DN. 

Demostracién: Evidentemente, N y D conmutan con A. Por el Teo- 
rema A2.4, cada subespacio E t = N JjA - X, /)”' es invariante por N y 

por D. Para i = 1,..., r, sean A i , N,, D ,: £, -> E t las restricciones de A, 
N y D al subespacio E ( . La igualdad A t = N f + D ( puede escribirse co- 
mo (A f - X ( /) + X, / = N, + D; 6, también, como 

(Aj - X f /) - N f = Dj - X f /. (*) 

" Por el Lema 2, el operador (A, - X, /) - N, es nilpotente y por el Lema 
1, D, es diagonalizable luego Dj - X, / es diagonalizable (pues cual- 
quier vector no nulo es autovector de X ( /). Por la igualdad (*) esos 
operadores son, a la vez, nilpotentes y diagonalizables, luego iguales 
a cero. Por consiguiente: N f = A f - X f / y D t = X f /, para i - 1,..., r. Se 
sigue que Ny D son los operadores anteriormente obtenidos a partir 
del Teorema A2.3. □ 
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Bibliogråficas 


En la secuencia usual de las disciplinas matemåticas que se es- 
tudian en la universidad, el Algebra Lineal es prerrequisito para el 
Anålisis de las funeiones de varias variables y para las Ecuaciones 
Diferenciales Ordinarias. Se dan dos referendas: 

“Es de esperar que los vectores, matrices, transformaciones lineales, etc. 
constituyan el lenguaje natural para tratar el Cålculo Diferencial pues, a fin de 
cuentas, este se basa en la idea de aproximar, en la vecindad de cada punto de su 
domino, una funcién “arbitraria” por una funciån lineal (llamada su derivada) y, 
a partir de las propiedades de ésta (presumiblemente mås faciles de constatar) 
obtener informaciones sobre aquella”. 

E. L. Lima 

[1J E. L. Lima, Curso de Anålise, vol. 2 (3 a edigåo). Colegåo Projeto 
Euclides, IMPA, 1989. 

El Algebra Lineal estå presente en todos los temas de estudio 
de las funeiones reales de varias variables: en la teoria de las funcio- 
nes implicitas, en las integrales curvih'neas, en la discusidn de puntos 
criticos (en la que las formas cuadraticas desempenan el papel prin¬ 
cipal) y en las integrales de superficie, en la que es reforzada por su 
extension natural, el Algebra Multilineal. 

[2] M. Hirsch y S. Smale, Differential Equations, Dynamica! Systems and 
Linear Algebra. Academic Press, 1974. 

En estos ultimos 20 anos, el texto de Hirsch/Smale se afirmo 
como una de las principales referencias para una. introduccion mo- 
derna al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias y para una 
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preparacién a la importante årea de los sisteinas dinåmicos. Presu- 
pone el conocimiento del Anålisis a nivel de los capitulos iniciales de 
la referencia 1 anterior y de Algebra Lineal a nivel del presente libro. 
Mås de un tercio del texto es dedicado a las ecuaciones diferenciales 
lineales, lo que lleva a los autores a desarrollar, en forma convincen- 
te, material de Algebra Lineal no tratado en este nuestro libro. En 
realidad, los autores afirman que el estudio de los sistemas de ecua- 
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes se identifica, 
pråcticamente, con un capitulo del Algebra Lineal. 

Veamos ahora aigunas referencias de libros sobre Algebra Li¬ 
neal. 

Hace pocas décadas eran escasos, realmente muy escasos, los 
libros de Algebra Lineal destinados a estudiantes de graduacién. En 
la actualidad, hay centenares de ellos, lo que indica la gran expan- 
sién de la ensenanza de esta disciplina en los mås variados cursos 
universitarios. (Vea, al respecto, la cita de I. Kaplansky.) 

Aquellos que mencionaré representan una muestra, extrema- 
damente restringida, de tres tipos: los libros donde aprendf la mate- 
ria, los que pueden servir de lectura colateral y los que ofrecen alter¬ 
nativas para estudios posteriores. A priori acepto la acusacién de 
parcialidad en las selecciones. Después de todo, de gustibus et colori- 
bus... 

“It is desirable to have at hånd not merely the formal operations with ma¬ 
trices, but also the (often neglected) interpretation of the matrices by linear 
transformations" 

G. Birkhoff y S. MacLane 

(3] Garret Birkhoff y Saunders MacLane, A Survey of Modem Algebra. 
(Macmillan, 1941. Revised edition 1953.) 

Birkhoff/MacLane es una de las mås exitosas introducciones 
escritas al Algebra Moderna. Treinta y ocho por ciento del libro es 
dedicado al Algebra Lineal. No obstante que la exposicién se realiza a 
partir de los conceptos de espacio vectorial y transformation lineal, el 
énfasis dominante es dado a las matrices y sus “formas canénicas , 
especialmente matrices de formas cuadråticas. El estilo es muy agra- 
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dable, ågil y ameno. Råpidamente el lector se acostumbrarå con la 
notacién vA , en lugar de Av , usada por los autores. 

“That Hilbert Space theory and elementary matrix theory are intimately 
associated came as a surprise to me and to many colleagues of my generation 
only after studying the two subjects separately. This is deplorable ... I present 
this little book in an attempt to remedy the situation” 

Paul R. Halmos 

[4] Paul R. Halmos, Finite Dimensional Vector Spaces. (Princeton Univ. 
Pressi942. Revised edition: Van Nostrand, 1958. Traduccidn brasilena- 
Editora Campus, 1978.) 

El libro de Halmos es otro “best seiler”. En él, el autor conversa 
con el lector y busca motivar con analogfas los conceptos y las propo- 
siciones, todo eso hecho con claridad y coherencia logica. Se tiene 
gran cuidado en dar definiciones y demostraciones sin utilizar coor- 
denadas, con el propésito admitido de preparar el camino hacia los 
espacios vectoriales de dimension infinita, tratados en el Anålisis 
Funcional. Pero muchas veces tal “purismo” se torna artificial. Ade- 
mås, con vista a diversas aplicaciones, la familiaridad de los estu- 
diantes con bases y coordenadas es de mucha utilidad. 

Los libros mencionados, en ese orden, me sirvieron de gufas de 
Algebra Lineal, lo mismo que a muchos estudiantes en todo el mun¬ 
do, y de varias generaciones. Contienen temas complementarios sobre 
el asunto y acerca de la manera de ensenarlo. 

“Dealing with vector spaces in the abstract also saves effort, The general 
theory of vector spaces includes not only the vectors and matrices discussed in 
Chapters 1 and 2 but also sets of real-and complex-valued functions of a real 
variables and other more exotic mathematical objects. A faet which has been 
proved once and for all in the general theory applies to a wide range of particular 
cases. That is why it is worth investing some intellectual effort in understandine 
abstract linear algebra”. 


D. H. Griffel 

[5] D.H. Griffel, Linear Algebra: A First Course and Aplications (2 vols) 
(Ellis Horwood Limited, 1989.) 
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El libro de Griffel estå escrito para estudiantes “no matemåti- 
cos” que deberån usar Algebra Lineal en sus carreras. Emplea, pre- 
dominantemente, matrices y R", en lugar de transformaciones linea¬ 
les y espacios vectoriales. Sin embargo, ocasionalmente se rinde a la 
conveniencia de tomar una actitud mås adecuada. Se trata de un li¬ 
bro de gran sencillez, muy claro, bien organizado y mtidamente 
“aplicado”. Contiene algunos errores matemåticos llamativos (por 
ejemplo, “probar” que toda matriz antisimétrica tiene determinante 
nulo o afirmar que, por el Teorema de Cayley-Hamilton, la exponen- 
cial de cualquier matriz se reduce a un polinomio en esa matriz). Ta¬ 
les errores son pocos, no interfieren con el mérito general de la obra y 
deberån ser superados en siguientes ediciones. Hasfca se les puede 
considerar instructivos: por ejemplo, para advertir al lector acerca de 
lo que puede esperar de ciertos libros de Matemåtica Aplicada. 

“The solution to each problem immediately follows the statement of the 
problem. However, you may wish to try to solve the problem yourself before 
reading the given solution. In faet, even after reading the solution, you should try 
to resolve the problem without Consulting the text. Used thus, “3000 Solved 
problems in Linear Algebra” can serve as a supplement to any course in Linear 
Algebra, or even as an independent refresher course”. 

S. Lipschutz 

[6] Seymour Lipschutz, Schaum's solved problems series: 3000 solved 
problems in Linear Algebra. McGraw-Hill Book Company, 1989. 

La muy exitosa serie Schaum de libros de problemas se basaria 
en una idea tipo huevo de Colon: en vez de disputar su aceptacién 
contra tantos y fuertes competidores, esos libros-texto se disfrazan en 
colecciones de problemas y asi conviven parificamente con sus riva¬ 
les. Son adquiridos por los estudiantes, como fuentes adicionales de 
ejercicios, aun si no son recomendados por los profesores. De modo 
general (y esto se aplica al libro de Lipschutz), ellos contienen una 
buena lista de problemas de rutina, que no exigen grandes rasgos de 
imaginacion. Pero, principalmente, porque son acompanados de solu- 
ciones, esos ejercicios son una ayuda valiosa para los alumnos que 
necesitan un apoyo adicional a fin de seguir el curso. Existe un libro 
anålogo, también de Lipschutz, titulado “Linear Algebra , que fue 
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traducido al portugués y publicado por la McGraw-Hill del Brasil en 
1972 

Los libros [5] y [6] anteriores se ubican en la categoria de lectu- 
ra colateral. Seguidarnente, se dan tres referencias de libros que son 
opciones para continuar estudios posteriores a lo tratado en este tex- 
to. 

Matrix theory can be studied with no mention of linear spaces and most 
of the results in this book are of such a nature. However, the introduction of lin¬ 
ear spaces and the role of the matrices in defming or representing linear trans¬ 
formations on such spaces add considerably to our insight. Most important, per¬ 
haps, the notions of linear spaces and linear transformations give a geometrical 
basis to matrix theory, which aids both in understanding, as well as in suggest- 
ing proofs and new results.” 

J. Ortega 

[7] James Ortega, Matrix theory. A Second course. Plenum Press, 1987. 

La economfa de pensamiento y notation, asf como la riqueza 
imaginativa, provenientes del uso del lenguaje geométrico, son conse- 
cuencia del empleo juicioso de las nociones de espacio vectorial y de 
transformacidn lineal. Ortega aprovecha muy bien este punto de vis¬ 
ta intrfnseco y consigue escribir un libro que en tan sdlo 250 pdginas, 
ofrece una revision de los principios basicos del Algebra Lineal y de- 
sarrolla, con eficiencia notable, una exposicidn acerca de tdpicos 
avanzados del Algebra de Matrices, que puede ser util tanto para el 
matemåtico puro como para quienes se interesan, inteligentemente, 
por el cålculo numérico matricial. 

Linear Algebra, like motherhood, ha3 become a sacred cow. It is taught 
everywhere; it is reaching down into the high schools; it is jostling calculus for 
the right to be taught first”. 

I. Kaplansky 

[8] Irving Kaplansky, Linear Algebra andGeometry. Chelsea, 1969. 

Kaplansky es un consagrado expositor. En la Universidad de 
Chicago (en la que fue colega de MacLane y Halmos) sus clases eran 
famosas por la elegancia de sus demostraciones y por su notable po¬ 
der de sintesis. Esas cualidades estån presentes en su libro, en el que 
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ofrece una alternativa para un segundo curso de Algebra Lineal como 
fundamento de la Geometria, vista en toda su generalidad. 

“As a very simple example the reader should think of the principal axis 
theorem (spectral theorem) for R n which says that given a self-adjoint transfor¬ 
mation, one can choose an orthonormal basis in R n so that the matrix of that 
transformation in that basis is diagonal. That is , if one chooses the right iso- 
morphic copy of R" (change of basis) then the operator becomes especially sim¬ 
ple. As the reader will see, this example is the first note of a rather long sim- 
phony” 

M. Reed y B. Simon 

[9] M. Reed/B. Simon, Methods of Mathematical Phisics, vol. I: 

Functional Analysis. (Revised Edition, Academic Press, 1980.) 

Al mencionar el bien conocido texto de Reed/B.Simon, mi propé- 
sito es presentar un libro de Anålisis Funcional, una parte de la Ma- 
temåtica en la que todo sucede en espacios vectoriales. Hay muchos 
buenos libros sobre el particular. (Un ejemplo cercano es el excelente 
“Operadores Auto-Adjuntos e Equa?oes Diferenciais Parciais”, de Ja¬ 
vier Thayer, publicado por el Proyecto Euclides del IMPA, Rio de Ja- 
neiro.) La eleccion del libro de Reed/B.Simon se debe a sus buenas 
cualidades intrinsecas y a que muestra el Anålisis Funcional (por 
tanto, los espacios vectoriales), como puerta de ingreso a la Fisica 
Matemåtica. 

Una nota sobre los prerrequisitos: El libro de Ortega estå al al- 
cance inmediato de quien estudio el presente texto. Kaplansky re- 
quiere un conocimiento elemental de cuerpos, a ni vel de un curso in- 
troductorio de Algebra. Reed/B.Simon (o cualquier otro libro de Anå¬ 
lisis Funcional) requiere nociones båsicas de Anålisis, Teoria de la 
Integral y Ecuaciones Diferenciales. 
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